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TRAITÉ ÉLÉMENTAIRE 

DE 

GÉOMÉTRIE DESCRIPTIVE 


DEUXIÈME PARTIE. 


PREMIERE LEÇON. 

GÉNÉRALITÉS SUR LES SURFACES. 

1 . Une surface est la limite d'un corps. 

On conçoit une surface indépendamment du corps 
qu'elle limite. 

On distingue deux sortes de surfaces ; 1 ® celles dont 
tous les points sont assujettis à certaines lois déterminées 
et qu'on appelle surfaces géométriques; 2® celles dont 
les points ne sont liés. entre eux par aucune relation, 
comme les surfaces de terrain, et qu'on appelle surfaces 
topographiques. 

Nous allons d'abord nous occuper exclusivement des 
premières; nous parlerons des autres après avoir exposé 
la méthode des projections cotées. 

' *î. Toute surface géométrique peut être considérée 
comme engendrée par une ligne, droite ou courbe, ap- 
pelée génératrice^ qui se meut d'après certaines lois dé- 
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terminées en changeant quelquefois de forme en même 
temps que de position. 

Généralement la génératrice se meut en s'appuyant 
sur certaines lignes fixes qu'on appelle directrices. 

La condition pour la génératrice de s'appuyer sur une 
ligne fixe est quelquefois remplacée par celle de s'ap- 
puyer sur une surface ou de satisfaire à toute autre con- 
dition. 

3. VïL<^ surface cylindrique y ou simplement unc/- 
lindre, est une surface engendrée par une droite ÀB 
(fig. 1) assujettie à se mouvoir en s'appuyant sur une 
ligne donnée £F et à rester constamment parallèle à une 
droite donnée CD. 

Le plan est un cas particulier des surfaces cylindri- 
ques; il suffît, en effet, pour qu'une surface cylindrique 
se réduise à un plan, que la directrice soit une ligne droite 
ou une courbe plane dont le plan est parallèle à la di- 
rection donnée CD. 

4. Une surface conique j ou simplement un cône, est 
une surface engendrée par une droite assujettie à se mou- 
voir en s'appuyant sur une ligne donnée CD (fig. 2) et à 
passer constamment par un point fixe A appelé sommet 
du cône. 

Le plan est un cas particulier des surfaces coniques ; 
fl' mffit^ en effet, pour qu'une surface conique se ré- 
duise à un plan , que la directrice soit une ligne droite 
quelconque ou une courbe située dans un même plan avec 
tt' sommet. 

Remarque. Les génératrices sont supposées prolon 
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gées indéfiniment dans les deux sens ; les deux parties 
de la surface situées de différents côtés du sommet sont 
appelées les deux nappes du cône* 

5. Une surface de révolution est une surface 
engendrée par la révolution entière d'une ligne quel- 
conque AJBC (fig. 3) autour d'ime droite fixe I)£ 
appelée a>xe. 

Dans ce mouvement autour de l'axe DE un point M 
quelconque de la génératrice ABC décrit une circonfé- 
rence dont le centre O est le pied de la perpendiculaire 
MO abaissée du point M sur DE et dont le rayon est la 
distance MO de ce point à l'axe. La cirocmférence dé- 
crite par chacun des points de la génératrice est dite un 
parallèle de la surface de révolution • 

On voit que les plans de tous les parallèles^ étant per- 
pendiculaires à Taxe^ sont parallèles entre eux. 

6. Si l'on trace sur une surface de révolution une 
ligne quelconque GH (fig. 3) qui rencontre tous les pa- 
rallèles, on peut prendre cette ligne pour génératrice de 
la surface , car le parallèle engendré par un point quel 
conque M^ de cette ligne GH coïncide avec celui qui est 
engendré par le point M où il rwcontre la génératrice 
ABC. 

7. Si Ton coupe une surface de révolution par un 
plan quelconque passant par Taxe, on obtient pour sec* 
tion une courbe appelée méridien que Ton prend géné- 
ralement pour génératrice de la sur&ce. 

8. Tous les méridiens sont identiques^ car si l'on fait 
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tourner Tun d'eux autour de l'axe , il coïncide successi- 
vement avec tous les autres. Quand l'axe est parallèle 
au plan vertical de projection, on appelle méridien 
principal le méridien parallèle à ce plan vertical. 

9. Tous les méridiens sont perpendiculaires aux paral* 
lèles, puisqu'ils sont conduits suivant Taxe auquel tous 
les parallèles sont perpendiculaires. 

10. On peut considérer une surface de révolution 
comme engendrée par une circonférence OM (fig. 3) 
dont le plan reste perpendiculaire à une droite fixe DE, 
dont le centre se meut sur cette droite et dont le rayon 
varie de manière qu'elle s'appuie constamment sur une 
ligne fixe ABC. 

1 1 . Les surfaces de révolution prennent des noms 
différents suivant les courbes méridiennes qui leur ser- 
vent de génératrices. 

Un ellipsoïde de re\*olution est la surface engendrée 
par une ellipse tournant autour d'un de ses axes. 

L'ellipsoïde est allongé ou aplati selon que l'ellipse 
tourne autour de son grand ou de son petit axe. 

Un hyperboloide de réifolution est la surface engen- 
drée par une hyperbole tournant autour d'un de ses axes. 

L'hyperboloïde est à une nappe ou à deux nappes se- 
lon que l'hyperbole tourne autour de son axe imaginaire 
ou de son axe réel. 

Un paraboloîde de ré\^oluiion est la surface engen- 
drée par une parabole tournant autour de son axe. 

La sphère est une surface de l'évolution qui a pour 
axe un quelconque de ses diamètres. 
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42. Une surface réglée est une surface susceptible 
d'être engendrée par une ligne droite. 

Soient trois lignes quelconques A, B et C (fig. 4) ^ on 
peut les considérer comme déterminant généralement 
une surface réglée. Pour le démontrer, il suffît de faire 
voir que si Ton prend un point quelconque sur Tune des 
trois lignes A, B et C, il est possible, en général, de 
mener par ce point un nombre limité de droites s'ap- 
puyant sur les deux autres. 

Soit M un point quelconque de A, concevons deux 
cônes ayant ce point M pour sommet commun et pour 
directrices respectives les lignes B et C ; ces deux cônes 
de même sommet auront généralement une ou plusieurs 
génératrices communes telles que MNP; ces droites pas- 
seront par le point M de A et s'appuieront sur les lignes 
B et C situées sur les deux cônes. 

Les directrices A, B, C peuvent être des lignes cour- 
bes ou droites; elles peuvent être remplacées par des 
surfaces sur lesquelles doivent s'appuyer les génératrices 
ou par des plans auxquels ces génératrices doivent rester 
parallèles et qu'on appelle plans directeurs *. 

13. On donne aux surfaces réglées des noms diffé- 
rents suivant les lois du mouvement de la génératrice : 

On appelle hjperbololde à une nappe une surface 
réglée qui a pour directrices trois droites non parallèles 
à un même plan. 

On appelle paraboloîde hyperbolique une surface ré- 


1 . Tonte surface réglée peut être considérée comme ayant pour direc- 
trices trois lignes telles que A, B, C (fig. 4}, car on peut prendre pour di* 
rectrices trois lignes quelconques tracées sur la surface et rencontrant 
toutes les génératrices rectiligues. 
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glëe qtiî a deux directrices rectilîgnes et un plan direc- 
teur. 

Qd appelle conoïde une surface réglée qui a une seule 
directrice rectiligne et un plan directeur. 

Le conoïde est droit quand la directrice rectiligne est 
perpendiculaire au plan directeur; la directrice rectiligne 
est alors appelée axe du conoïde. 

Il existe encore beaucoup d'autres surfaces réglées, 
mais dont nous n'aurons pas à nous occuper dans ce 
cours. 

Parmi les surfaces réglées, celles qui peuvent être 
déroulées de manière à s'appliquer sur un plan sans 
déchirure ni duplicature sont appelées surfaces dé^*e^ 
loppables^. 

Celles qui ne jouissent pas de cette propriété sont dites 
surfaces gauches. 

14. On voit que les cônes et les cylindres sont des cas 
particuliers des surfaces réglées; de plus, ces surfaces 
sont développables; car si Ton considère, par exemple, 
un cylindre comme la surface latérale d'un prisme dont 
les arêtes sont infiniment voisines, et, si l'on suppose 
cette surface ouverte suivant une arêle quelconque, on 
pourra amener le plan d'une première face à coïncider 
avec celui de la seconde, puis le plan des deux premières 
avec celui de la troisième, et ainsi de suite. 

1. Telles sont les surfaces engendrées par une droite assujettie à se 
mouvoir tangentiellement à une courbe gauche. Une pareille surface se 
compose de deux parties distinctes séparées par la courbe directrice k 
laquelle on donne le nom à^arête de rebroussemeni. 
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PRINCIPES SUR LES PLANS TANGENTS, 


DÉFINITION. 


15.- Si l'on trace sur une surface, par un quelconque 
M de ses points (fîg. 5), autant de courbes que Ton veut, 
les tangentes menées par le point M à ces courbes sont 
situées dans un même plan qu'on appelle le plan tangent 
à la surface au point M. 

Les tangentes MT, MR menées p*r M à deux quel- 
conques A et 6 de ces courbes déterminent un plan, il 
faut donc démontrer que si par le point M on mène 
une troisième courbe quelconque G sur la surface, la 
tangente MS menée par M à cette troisième courbe est 
située dans le même plan. 

Considérons A et B comme directrices et C comme 
génératrice de la surface (G pouvant changer de forme 
en même temps que de position) ; soit Q une position 
de la génératrice assez voisine de la position G pour que 
Cj rencontre A et B; soient E et F les points de ren- 
contre; joignons ME, MF et EF; lorsque la courbe Q 
se rapprochera de G, en engendrant la surface, la sécante 
ME tendra à devenir la tangente MT, la sécante MF 
tendra à devenir la tangente MR et la position limite da 
plan MEF sera le plan des deux tangentes MT, MR; la 
droite EF qui joint deux points voisins de la courbe C 
reste toujours dans le plan mobile MEF et, par suite, à 
la limite, elle est dans le plan des deux tangentes MT, 
MR; or, à la limite, les deux points E et F, de la courbe 
G| se confondent en M sur la courbe G et la position 
limite de la corde EF est généralement la tangente MS 
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menée au point M à la courbe C; donc la tangente MS 
est dans le plan des tangentes MT, MR *. 

i 6. Corollaire I. D'après ce qui précède, pour me- 
ner un plan qui touche une surface en un point donné, 
il suffit de mener par le point les tangentes à deux lignes 
quelconques tracées sur la surface et passant par le 
point, le plan de ces deux tangentes est le plan tangent 
cherché. 

Dans la pratique, il convient de choisir deux lignes 
auxquelles il soit facile de mener des tangentes; si la 
surface admet des génératrices rectilignes, on les em- ' 
ploiera généralement, puisque une droite est à elle-même 
sa tangente. 

1 7. Corollaire II. Si Fon coupe une surface et un 
plan qui lui est tangent par un plan quelconque pas^ 
sant par le point de contact^ les deux lignes dinter^ 
section son t tangen tes en tre elles . 

En effet, la tangente menée par le point de contact 
à la courbe d'intersection est située à la fois dans le plan 
de la courbe qui est le plan sécant et dans le plan tan- 
gent à la surface (1 5) ; elle est donc l'intersection de ces 
deux plans ; donc si l'on veut mener la tangente en un 


1. Cette démonstration exige que Ton admette que la position limite 
d*une sécante dont les points de rencontre avec une courbe se rappro- 
chent indéfiniment lorsque la courbe peut changer de forme en même 
temps que de position est une tangente. Cela a lieu généralement. Dans 
les cas particuliers où cela n*a pas lieu, le théorème énoncé cesse d*étre 
-vrai; c'est ce qui arrive toutes les fois que la génératrice change 
brusquement de forme lorsque les points de rencontre se confondent. «—. 
Poor une démonstration plus rigoureuse de ce principe, voir la Géométrie 
analytique de MM. Briot et Bouquet. 
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point de la courbe d'intersection d'une surface et d'un 
plan , il suffit de mener en ce point le plan tangent à la 
surface et de chercher l'intersection de ce plan tangent 
avec le plan sécant. 

1 8. Corollaire III. Si l'on veut mener la tangente 
en un point de l'intersection de deux surfaces^ comme 
cette tangente est située dans les plans tangents menés 
aux deux surfaces par le point considéré, elle est l'inter- 
section de ces deux plans. 

* 

D]£finition. 

19. La perpendiculaire menée à un plan tangent à 
une surface par le point de contact est dite normale 
à la surface. 

THÉORÈME. 

20. La tangente en un point de F intersection de deux 
surfaces est perpendiculaire au plan des normales me^ 
nées par ce point aux deux surfaces. 

En effet, le plan des deux normales est perpendicu- 
laire à la fois aux deux plans tangents et, par suite, à leur 
intersei^tion qui est la tangente. 

THlSoRÈME. 

21 . Tout plan MN (fig. 6) tangent à un cj'lindre en 
un point quelconque A est tangent tout le long de la 
génératrice AB qui passe par ce point. 

Soit P un point quelconque de la génératrice qui passe 
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par le point A; menons par le point P une courbe quel- 
conque PR sur la surface du cylindre et la tangente PF 
à cette courbe, il suffit de démontrer que PF est dans le 
plan tangent MN, puisque le plan tangent en P est dé- 
terminé par cette tangente PF et la génératrice AP. Par 
le point A , où le plan MN est supposé tangent au cy- 
lindre , traçons une courbe quelconque AC sur la sur- 
face, la tangente AT à cette courbe est dans le plan 
MN (15). Menons une génératrice DE du cylindre, 
assez voisine de AP pour qu'elle coupe les courbes AC 
et PR ; soient D et E les points de rencontre ; joignons 
AD et PE ; si Ton fait tourner le plan APED autour de 
AP de manière que le point D se rapproche indéfiniment 
du point A, DE se rapproche indéfiniment de AP et le 
point E tend à se confondre avec le point P en même 
temps que le point D avec le point A ; à la limite, la 
sécante AD devient la tangente AT; le plan APED se 
confond avec le plan de AP et de AT ou le plan tangent 
MN; la sécante PE devient la tangente PF à PR et 
comme PE est toujours situé dans le plan APED, à la 
limite, la tangente PF est située dans le plan tangent 

MN. C. Q. F. D. 

La génératrice AB est dite : génératrice de con- 
tact. ^ 

22. Remarque. Tout plan tangent à un cylindre 
contient une génératrice et, par suite, est parallèle à une 
direction déterminée. 

23. On démontrerait tout à fait de la même manière 
que tout plan tangent a un cône en un point quelconque 
est tangent tout le long de la génératrice qui passe 
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par ce point. Cette génératrice est dite génératrice de 
contact ^ 

24. Remarque . Tout plan tangent à un cône passe 
par le sommet ^ puisqu'il contient une génératrice de la 
surface. 

THÉORÈME. 

25. Si une courbe A (fîg. 7) et une droite BC sont 
tangentes entre elles^ leurs projections a et bc sur 
un plan quelconque MN sont aussi tangentes entre 
elles. 

En effets a et ^ sont les sections faites par le plan 
MN dans le plan projetant de BC et le -cylindre proje- 
tant de A ; or, le plan projetant de BC est tangent en B 
au cylindre projetant de A, car ce plan est mené suivant 
BC tangente à A et la projetante Bé génératrice du cy- 
lindre (1 5), il est donc aussi tangent à ce cylindre au 
point h (21), donc hc est tangent à a (17). 

26. Exception. Il y a exception dans le cas où la 
tangente à la courbe A est perpendiculaire au plan de 
projection MN, car alors la projection de cette droite, 
se réduisant à un point , ne d^nne plus la tangente à la 
projection de la courbe. 

27. Corollaire. Deux courbes tangentes dans Tes- 
paceont leurs projections sur un même plan tangentes 
entre elles y car la tangente commune dans l'espace se 

1. Ce prindpe s'applique encore aux rarfaoes réglées déreloppables et 
se démontre de la même manière. 
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projette suivant une tangente commune aux projections 
des deux courbes au même point (25). H y a exception 
quand la tangente commune est perpendiculaire au plan 
de projection *. 

CONTOUR APPARENT d'cNE SURFACE. 

28. Soient une surface B (fig. 8) et A un point où 
Tœil d'un spectateur est supposé placé pour regarder B.; 
si Ton mène du point A un plan tangent à la surface et 
si l'on conçoit que ce plan tourne autour de la surface B, 
étant assujetti à lui rester toujours tangent et à passer 
par le point A, le point M de contact engendrera une 
courbe MNR qui sera sur la surface la ligne de sépara- 
tion de la partie que l'œil aperçoit de celle qui lui est 
cachée ; cette ligne est dite : ligne de contour apparent 
de la surface relativement au point A. 

29. En chacun des points de celte courbe, le plan 
tangent à la surface est déterminé par la tangente à la 
courbe en ce point et la droite qui joint ce point au 
point A ; ce sont ces deux mêmes droites qui détermi- 
nent le plan langent au cône qui a cette courbe pour 
directrice et le point A pour sommet ; ce cône est dit 
circonscrit à la surface ; donc en tout point de la courbe 
commune la surface et le cône circonscrit ont même 
plan tangent. 

1. Les principes 25 et 27 sont encore Traîs lorsque les projections, au 
lieu d'être orthogonales, sont obliques ou coniques, c'esl-à-dire quand les 
projetantes sont parallèles à une droite donnée ou issues d'un point 
donné. Us sont encore vrais dans le cas des projections gauches. — On 
appelle projection gauche d'un point sur un plan par rapport à une droite 
le point de rencontre du plan avec la perpendiculaire menée du point sur 
la droite. 
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30. Quand le point Â s'éloigne indéfiniment^ le cône 
se transforme en un cylindre circonscrit ^ et Ton voit, 
comme dans le cas précédent qu'en tout point de la 
courbe de contact la surface et le cjlindre circonscrit 
ont même plan tangent. 

31 • Une surface a une infinité de lignes de contour 
apparent, puisque la position du sommet du cône ou la 
direction des génératrices du cylindre circonscrit peut 
être quelconque. Quand on parle d'une ligne de contour 
apparent d'une surface, on doit donc indiquer par rap- 
port à quel point ou quelle direction on la considère. 

32. Le contour apparent d'une surface par rapport 
à un plan quelconque est la trace, sur ce plan, du cône 
ou du cylindre circonscrit suivant une ligne de contour 
apparent. Dans ce qui suit : nous appellerons contour 
apparent horizontal d'une surface ia trace horizontale 
du cylindre vertical circonscrit à cette surface, et con- 
tour apparent i^ertical la trace verticale du cylindre 
circonscrit perpendiculaire au plan vertical de pro- 
jection. 

33. La ligne de contour apparent d'une sphère par 
rapport à une direction quelconque est toujours une 
circonférence de grand cercle (l'* partie 173); sa ligne 
de contour apparent par rapport à un point est un petit 
cercle dont le plan est perpendiculaire à la droite qui 
joint le centre à ce point (1 '• partie 1 70) ; les contours 
apparents d'une sphère sur les plans de projections sont 
des circonférences égales à une circonférence de grand 
cercle (32). 
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34. Les lignes de contour apparent des cônes et des 
cylindres sont toujours des lignes droites génératrices de 
la surface, puisque tout plan tangent en un point de 
chacune de ces surfaces est tangent tout le long de la gé- 
nératrice qui passe par ce point (2f et 23); les contours 
apparents de ces surfaces sur ces plans de projection 
sont des droites, traces des j^ans tangents perpendicu- 
laires à ces plans de projection. 

MODE PB REPRESENTATION D^UNE SURFACE. 

35. Bien qu'une surface soit complètement déterminée 
par les projections de ses directrices, celles d'une généra- 
trice et Ija loi de génération, il convient, pour faciliter la 
lecture, de représenter les surfaces d'une manière qui 
fasse image ; on les figure ordinairement au moyen de 
leurs contours apparents sur les plans de projec- 
tion (32). 

36. REHARQiUB. Tout plan PQ (fig. 9) tangent à une 
surface A ^i un point quelconque B de sa ligne de con- 
tour apparent par rapport aux perpendiculaires à un 
plan MN est tangent au cylindre circonscrit suivant cette 
ligne (30) > et par suite sa trace CD sur MN est tangent 
à la trace 6f du cylindre sur le même plan (17), c'est- 
à-dire au contour apparent. 

37. To€t^ ligne BE (fig. 9) tracée sur une surface 
ik et çui rencontre la ligne de contour apparent de 
cette surface par rapporta un plan de projection MN 
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a sa projection be sur ce plan tangente au contour 
apparent bf de la surface sur le même plan. 

£n effets les taxigeixtes en B à la courbe BE et à la 
ligne de contour apparent sont toutes deux situées dans 
le plan tangent à la sur&ce au point B, plan qui est per- 
pendiculaire au plan MN ; ces deux tangentes ont donc 
même projection CD tangente en 6 à bf(S6) et à ^ (23)> 
les lignes bfet Âesoat dom; tangentes entre elles. 

38. Exception, Quand la tangente à la courbe £B au 
point B est perpendiculaire au plan de projection MN, 
sa projection ne donne plus la tangente à la projection 
be delà courbe ; on ne peut done plus conclure que 6e et 
bf oui même tangente. 

39. CoBotLAiRE* On mit que le contour apparent 
dune surface sur un plan quelconque est t enveloppe 
des projections sur ce plan des lignes tracées sur la 
surface. 

Si l'on considère, par exemple, une surface réglée, 
pour obtenir son contour apparent sur un plan quelcon- 
que, on projettera sur ce plan un nombre suffisant de 
génératrices et Ton tracera la courbe enveloppe de ces 
projections. 

THÉORÈMB. 

40. Si deux surfacez A «^ B ont même plan tangent 
en chaque point dune courbe commune CD (fig. 1 0) *, 

l. On a TV (ï^purde, 171*172) qu'il existe des surfaces remplissant 
cette condition. 
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les contours apparents de A et B sur un plan quel- 
conque MN sont tangents entre eux. 

En effet, la projection cd de la courbe commune CD 
sur le plan MN est tangente à la fois au contour appa- 
rent ef de A et au contour apparent kl de B (37) ; il suf- 
fît donc de démontrer que efeXkl sont tangents à cd au 
même point. Or pour chacune de ces courbes le point 
de contact g avec cd est la projection du point G de ren- 
contre de la courbe correspondante avec la courbe 
commune CD, point qui est le même pour les deux 
surfaces, puisqu'en ce point de CD le plan tangent à 
l'une des surfaces étant perpendiculaire à MN est aussi 
tangent à l'autre^ ce point appartient donc à la fois 
aux deux lignes de contact EF, KL *. 

Cette démonstration suppose que la courbe commune 
CD rencontre la ligne de contour apparent de l'une des 
surfaces et par suite celle de l'autre ; elle suppose éga- 
lement qu'aucune des tangentes menées en G aux trois 
courbes CD, EF, KL, n?est perpendiculaire au plan MN. 

41. Corollaire. Quand on pourra inscrire dans 
une surface donnée d'autres surfaces pour lesquelles 
il sera facile de déterminer les contours apparents sur 
un plan quelconque, l'enveloppe de ces contours don- 
nera sur ce plan le contour apparent de la surface, 
considérée. 

Si, par exemple, une surface est l'enveloppe de 
sphères, comme le contour apparent d'une sphère sur 

1. Ce principe et les précédents sont encore vrais quand, au lieu de 
projections orthogonales^ on considère des projections obliques, coniques 
ou gauches ; on les démontre tout à fait de la même manière. 
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un plan quelconque est une circonférence, on pourra 
obtenir facilement sur un plan quelconque le contour 
apparent de la surface. 

42. On peut facilement, au moyen de ce principe, 
trouver sur un plan quelconque le contour apparent 
dun cône de révolution dont on* donne taxe et t angle 
des génératrices avec taxe. 

En effet, si l'on prend sur Taxe un point quelconque, 
et si Ton détermine au moyen de la distance de ce point 
au sommet et de Tangle donné le rayon de la splière 
inscrite dans le cône et dont ce point est le centre, on 
aura immédiatement les circonférences, contours appa- 
rents de la sphère sur les deux plans de projection; 
il suffira de mener à ces circonférences des tangentes 
par les deux projections du sommet du cône (40). 


2 


DEUXIÈME LEÇON. 

PLANS TANGENTS AU CYLINDRE ET AU CONE. 

43. Mener à un cylindre A (fig. 11) un plan tan' 
gent par un point M de la surface. 

Le plan tangent en M au cylindre est tangent tout le 
long de la génératrice MB qui passe par ce point (21), 
il est donc tangent au point B où elle rencontre la direc- 
trice donnée C ; en ce point B, le plan tangejit est déter- 
miné par la génératrice MB et la tangente BD à la direc- 
trice. 

44. Mener à un cylindre A (fig. M) un plan tan^ 
gent par un point P extérieur h la surface^. 

Menons par le point P une parallèle PD aux géné^ 
ratrices du cylindre, cette parallèle est située dans le 
plan tangent cherché (22) ; soit D le point où cette droite 
rencontre le plan de 4a directrice C, l'intersection de ce 
plan et du plan tangent cherché passe par ce point D et 
elle est tangente à la directrice C (17); soit DB cette 
tangente; le plan de PD et de DB est le plan tangent 
cherché. II y a autant de solutions que Ton peut mener 
de tangentes du point D à la directrice C. 


1 . Nous snpposerons dans les solutions des différents problèmes rela- 
tifs aux plans tangents au cylindre et au cône que la courbe directrice 
de la surface est une courbe plane; si cette condition n'était pas remplie, 
.1 faudrait substituer à la courbe donnée une autre courbe obtenue en 
joignant les points de rencontre d'un plan avec un nombre suffisant de 
génératrices. 
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45. Mener à un cylindre A (fig. 11) un plan tan- 
gent parallèle à une droite donnée NR. 

Menons par un point quelconque O une parallèle OE 
aux génératrices du cylindre et une parallèle OF à la 
droite donnée NR, ce plan est parallèle au plan tangent 
cherché (22); soit EF la droite suivant laquelle il est 
coupé par le plan de la directrice C; le plan tangent 
cherché sera coupé par ce même plan suivant une droite 
BD parallèle à EF et tangente à la directrice (1 7) ; le 
plan de cette tangente et de la génératrice de contact 
BM est le plan tangent cherché. 

Il y a autant de solutions qu'on peut mener à C de 
tangentes parallèles à EF. 

46. Mener à un cône k (fig. 12) un plan tangent 
par un point ^L de la surface. 

Le plan tangent en M au cône est tangent tout le long 
de la génératrice SM qui passe par ce point (23) ; il est 
donc tangent au point B où elle rencontre la directrice 
donnée C ; en ce point B, le plan tangent est déterminé 
par la génératrice de contact MB et la tangente BD à la 
directrice. 

47. Mener à un cône A (fig. 1 2) un plan tangent 
par un point P extérieur à la surface. 

Joignons le point P au sommet S du cône, la droite 
SP est située dans le plan tangent cherché (24) ; soit D 
le point où cette droite rencontre le plan de la directrice 
C; l'intersection de ce plan et du plan tangent cherché 
passe par ce point D et elle est tangente a la direc- 
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trîce C (17). Soît DB cette tangente, le plan de PD et 
de DB est le plan tangent chercha. 

Il y a autant de solutions qu'on peut mener de tan- 
gentes du point D à la directrice C. 

48. Mener à un cône A (fig. 12) un plan tangent 
parallèle à une droite donnée NR, 

On mènera par le sommet S du cône une parallèle SD 
à la droite donnée NR ; cette parallèle sera située dans 
le plan tangent cherché (24) ; on achèvera'les construc- 
tions comme dans le prohlcme précédent. 

/i9. Epure du plan tangent mené à un cylindre var 
un point de la surface. 

Sc-ient A (fig. 13) la directrice du cylindre située sur 
le plan ^horizontal de projection , a . a' la direction des 
génératrices et m la projection horizontale d'un point de 
la surface par lequel on se propose de mener le plan 
tangent. Construisons d'abord les contours apparents du 
cylindre. Le contour apparent horizontal se compose 
des traces horizontales des plans tangents verticaux (34); 
ces traces sont les droites cd^ c^d^ tangentes à A (17) et 
parallèles à la projection horizontale a. Le contour ap- 
parent vertical se compose des traces verticales des plans 
tangrnis perpendiculaires au plan vertical. Les traces ho- 
rizontales de ces plans sont les tangentes §g^, // à A (17) 
perpendiculaires à la ligne de terre ; leurs traces vertica- 
les ^liy tu sont parallèles à la projection verticale of *. 

1. L« cyliudre est représenté limité à un plan horizontal k'^^ la base 
supérieure identique à A est projetée en vraie grandeur suivant la cir- 
courérence hh ; mais on peut par la |>ensée supposer le cylindre prolongé 
indéfiniment. 
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Proposons-nous maintenant de déterminer la projec- 
tion verticale du point de la surface projeté horizonfile- 
ment en /7i. La génératrice qui passe par ce point a pour 
projection horizontale mpp^ parallèle à a qui rencontre 
A en /? et p^. Selon que Ton considérera p ou p^ comme 
la trace horizontale de celte génératrice, on ^ura/^nJ ou 
//j/Ti'i pour la projection verticale correspondante, et à la 
projection horizontale m correspondront deux projec- 
tions verticales m' et /??/. 

Construisons le plan tangent au point m • ml situé sur 
la génératrice mp • m^pl ; ce plan est tangent au cylindre 
au point Pi^p! où la génératrice qui passe par m. ml 
rencontre la directrice A ; il est donc déterminé par la 
génératrice mp^.mlpl et la tangente R/^^p à A (43); 
comme cette tangente est située dans le plan horizontal 
de projection^ elle est la trace horizontale du plan cher- 
chéy et le point p de rencontre avec la ligne de terre est 
un point de la trace yerticale* On obtient cette seconde 
trace pR^ soit en cherchant la trace verticale ri de la gé- 
nératrice de contact^ soit eu déterminant la trace verti- 
cale i^ d'une horizontale du plan menée par un point 
quelconque de cette génératrice. Sur la figure» cette ho- 
rizontale du plan a été menée par le point donné m.m/. 

Le point m . /w' donne un second plan tangent Q7Q1 ; 
comme vérification, l'intersection ef.^fde ce plan et 
du plan RpRj doit être parallèle aux génératrices. 

50. Epure du plan tangent mené à un cylindre par 
un point extérieur. 


Soient donnés le même cylindre que dans l'exemple 
précédent (fig. 13) et le point o.d par lequel on se pro- 
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pose de mener le plan tangent. Menons par o.d la droite 
Oér.c/^ parallèle à a. a'; cette parallèle est située dans le 
plan tangent cherché et la tangente ep menée de sa trace 
horizontale ^ à A est une droite de ce plan (44) ; cette 
droite étant située dans le plan horizontal de projection 
est la trace horizontale du plan cherché ; on en déduit 
facilement la trace verticale yQj. Il y a sur la figure con- 
sidérée deux solutions Q71Q, Rp^u parce que du point e 
on peut mener deux tangentes ep^ ep^ à A, 

51 . Épure du plan tangent mené à un cylindre pa- 
rallèlement à une droite donnée^ 

Soient encore le même cylindre que dans les deux 
problèmes précédents (fig. 1 3) et it. «Via droite donnée ; 
par un point quelconque /./ da ii J^ menons une paral- 
lèle ih. fà' aux génératrices du cylindre et par ces deux 
droites faisons passer un plan ; les traces uh, uni de ce 
plan sont parallèles aux traces du plan cherché (45) ; 
comme la trace horizontale est tangente à A^ il est facile 
alors d'achever les constructions. Comme dans le cas 
précédent le problème admet deux solutions. Une seule 
RpRj a été figurée sur Tépure. , 

52. Epure du plan tangent mené à un cône par un 
point de la surface. 

Soient A (fig. 1 4) la directrice du cône située dans le 
plan horizontal de projection, s .J\e sommet et m la 
projection horizontale d'un point de la surface par lequel 
on se propose de mener le plan tangent. Construisons 
d'abord comme pour le cylindre les contours apparents 
du cône ; sur le plan horizontal ces lignes traces hori- 
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zontales des plans tangents verticaux (34) , sont les tan- 
gentes sc^ sd menées de j à A ; sur le plan vertical ces 
lignes sont les traces verticales des plans tangents perpen- 
' diculaircs au plan vertical (34) ; pour les déterminer il 
suffît de mener à A lés tangentes bU^ ff perpendicu- 
laires à la ligne de terre et de joindre les pieds V y f 
de ces perpendiculaires à la projection verticale J du 
sommet. 

Proposons-nous maintenant de déterminer la projec- 
tion verticale du point de la surface projeté horizontale- 
ment en m y la génératrice qui passe par ce point a pour 
projection horizontale smp^p qui rencontre A en/? et/?^; 
selon que l'on considérera p ou p^ comme la trace hori- 
zontale de cette génératrice, on aura j}J ou plJ pour la 
projection verticale correspondante, et à la projection 
horizontale m correspondront deux projections verti- 
cales ml et 77î/. 

Construisons le plan tangent au point m. ml situé sur 
la génératrice. m/?4./w'i/?/; ce plan est tangent au cône au 
point jD^.jo/ où la génératrice qui passe par le point donné 
/w./w'^ rencontre A; en ce point, il est déterminé par la 
génératrice mp^, mlpl^ et la tangente R/?jp à A (46) ; 
comme cette tangente est située dans le plan horizontal 
de projection, elle est la trace horizontale du plan cher- 
ché ; la trace verticale pR^ s'obtient soit en cherchant la 
trace verticale de la génératrice de contact, soit en dé- 
terminant la trace verticale d'une horizontale du plan 
menée par un point quelconque de cette génératrice. 
Sur la figure on a déterminé la trace verticale ^^ de l'ho- 
rizontale sif • J\f du plan tangent menée par le sommet s. s 
du cône. 

Le point m . ni donne un second plan tangent QyQi ; 
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comme vërlGcation rinterseclion eg . é^ de ce plan et 
de RpR, doit passer par le sommet s.J. 

53. Épure du plan tangent mené à un cône par un 
point extérieur. 


Soient A (fig. 1 4) la directrice du cône située dans le 
plan horizontal de projection, J'./ le sommet et o.c/ le 
point donné par lequel on se propose de mener le plan 
tangent. 

Menons la droite os.dJ qui joint le point o.d dM 
sommet; cette droite est située dans le plan tangent 
cherché (24) et la tangente hp^ menée de sa trace hori- 
zontale A à A, est une droite de ce plan (47); cette droite 
étant située dans le plan horizontal de projection est la 
trace horizontale du plan cherché ; on en déduit facile* 
ment la trace verticale yQj. 

Ou peut, dans le cas de Tépure, mener deux tangentes 
du point ^ à A; il y a donc deux solutions. Une seule 
QyQi ^ ^^^ figurée. 

54 . Epure du plan tangent mené à un cône parais 
lèlement à une droite donnée. 

Nous avons vu (48) que la solution de ce problème 
revient à celle du précédent, puisqu'il suffit de rem- 
placer la droite qui joint le point donné o.</(fig. 14) 
au sommet 5. y par une parallèle menée du sommet s,J 
à la direction donnée a^ . olfl. 

55. Cas oà le plan de la base est quelconque. 
Dans tous les exemples que nous avons considérés 
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jusqu'ici^ nous avons supposé la directrice de la surface 
située dans le plan horizontal de projection; mais on 
peut résoudre tout aussi facilement les mêmes problèmes, 
lorsque la directrice est une courbe plane quelconque. 
Nous allons examiner, par exemple , le cas où Ton de- 
mande de mener le plan tangent à un cône par un point 
de la surface. 

Soient A (fig. 1 5) la projection horizontale de la di- 
rectrice située dans le plan PpPj, s.J le sommet du 
cône et m la projection horizontale d*un point de la 
surface par lequel on se propose de mener le plan tan- 
gent; la projection horizontale de la génératrice qui 
passe par le point donné est smp^p qui rencontre la di- 
rectrice au point projeté en p ou p^ sur A et situé dans 
le plan PpPi; k p e,i p^ correspondent les projections 
verticales // et //, ; par suite /?V, ff^jf sont les projections 
verticales de deux génératrices du cône qui contiennent 
chacune un point de la surface projeté horizontalement 
en /7i ; on a donc deux projections verticales ni et m\ qui 
correspondent à la projection horizontale m. 

Construisons le plan tangent au point m . ni^ situé sur 
lia génératrice fnp^,rri^pl\ ce plan est tangent au cône 
au point p^ ,pl où la génératrice qui passe par le point 
donné rencontre la directrice; en ce point, le plan 
tangent est déterminé par la génératrice de contact 
mp^^ml^pl^i la tangente à la directrice; or celte tan- 
gente a sa projection horizontale pj* tangente en p^ à 
A (25); étant située dans le plan donné PpPj, elle a sa 
trace horizontale r sur la trace horizontale Pp du plan; 
il est facile alors de déterminer les traces du plan tan- 
gent BpRi ; sur la figure on s^est servi du point r et des 
traces A* et ^ de la génératrice de contact sp^ . Jpl. 
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Le point ni. ni donne un second plan tangent QyQi- 
Comme vérification, l'intersection des plans RpB^, Q7Q1 
doit passer par le sommet «f./. 

56. Le contour apparent du cône sur le plan hori- 
zontal s'obtient en déterminant les traces horizontales 
des plans tangents verticaux ; les traces horizontales sc^ 
sd de ces plans tangents passent par s et sont tangentes 
à A , puisque A est la projection horizontale d'une courbe 
située sur la surface du cône (37). 

On pourrait déterminer le contour apparent sur le 
plan vertical de projection en déterminant d'abord la 
projection verticale de la directrice et menant par J des 
tangentes à cette projection ; mais on peut aussi le déter- 
miner directement, sans construire cette projection ver- 
ticale , en cherchant les traces verticales de plans tan- 
gents au cône perpendiculaires au plan vertical de 
projection, c'est-à-dire parallèles à une droite perpen- 
diculaire à ce plan (48). 

Menons par le sommet s.s^ une perpendiculaire au 
plan vertical de projection et déterminons, au moyen 
d'une horizontale du plan, la projection horizontale e 
du point e.y où cette droite perce le plan PpPj; par e 
menons les tangentes ef^ eg\k\ ces tangentes sont les 
projections horizontales de droites appartenant aux plans 
tangents cherchés (47) ; les traces horizontales A et / de 
ces droites, situées sur la trace horizontale P^ du plan, 
donnent chacune un point de la trace horizontale du 
plan cherché correspondant^; les traces horizontales de 

1. A défaut d'une de ces traces, on peut déterminer la projection Ter- 
icale d*un point quelconcpie de la tangente et l'on obtient un point de 
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ces plans tangents sont les perpendiculaires hHy ff' à la 
ligne de terre ; leurs traces verticales ^/J, Jt qui passent 
par J sont les droites qui représentent le contour appa- 
rent cherché *. 

56 bis. Quand on connaîtra un plan qui coupe le 
cylindre ou le cône suivant une circonférence^ il con- 
viendra d'employer la section faite par ce plan dans la 
surface comme courbe directrice, et, pour éviter la con- 
struction de toute courbe en projection, on aura recours 
au rabattement du plan de cette section circulaire sur un 
plan de projection ou siu* un plan parallèle. 

Cette remarque permet de mener facilement un plan 
tangent à un cylindre ou à un cône de révolution, quelle 
que soit la direction de l'axe. 

la trace Terticale da plan tangent correspondant. Ainsi la trace Terticale 
8* de JgJ^ est un point de la trace yerticale //. 

2. Les élèyes devront s'exercer à résoudre de la même manière les 
autres problèmes relatifs aux plans tangents au cône et an cylindre, 
lonc[ae U difiCÇtrice est située dans un plan ^dconque. 


TROISIEME LEÇON. 

OBSERVATIONS ET EXERCICES SUR LES PLANS TANGENTS 

AU CÔNE ET AU CYLINDRE, 

57. Condition pour qu!on puisse mener à un cylin- 
dre un plan tangent parallèle à un plan donné. 

Le plan donné doit élre paralfèle aux génératrices du 
cylindre, puisqu'il doit être parallèle à un plan tangent 
qui contient toujours une de ces génératrices (22). Cette 
condition est suffisante^ car si Ton coupe le plan donné 
et le cylindre par un plan quelconque et si Ton mène à 
la section faîte dans le cylindre une tangente plirallèle à 
la section faite dans le plan, le plan de cette tangente et 
de la génératrice qui passe par le point de contact est 
tangent au cylindre et parallèle au plan donné. 

58. Condition pour qiCon puisse mener à un cône 
un plan tangent parallèle à un plan donné. 

Tout plan tangent à un cône doit passer par le som- 
met (24); si donc par ce point on mène un plan paral- 
lèle au plan donnée ce plan doit être tangent au cône et, 
par suite, sa trace sur le plan de la base doit être tan- 
gente à cette base; il est clair, d*ailleurs, que cette condi- 
tion est suffisante. 

59. Condition pour quon puisse mener un plan tan-- 
gent commun à deux c/lindres. 

Si Ton mène à Tun des cylindres un plan tangent pa- 
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rallèle aux génératrices de laulre, ce plan doit être aussi 
tangent au second cylindre et, par suite, sa trace sur le 
plan^de la base de ce cylindre doit être tangente à 
cette base. 

Dans le cas particulier oîi les génératrices des deux 
cylindres sont parallèles, pour que Ton puisse mener 
un plan tangent commun, il suflit que Ton puisse mener 
une tangente commune aux sections faites par un même 
plan dans les deux cylindres ; car le plan de cette tan- 
gente commune et des deux génératrices parallèles qui 
passent par les points de contact est tangent aux deux 
cylindres. 

On peut, dans ce cas, mener autant de plans tangents 
communs que Ton peut mener de tangentes communes 
aux sections faites dans les deux cylindres. 

60. Condition pour quon puisse mener un plan 
tangent commun à un cône et à un cylindre. 

Si Ton mène par le sommet du cône une parallèle aux 
génératrices du cylindre , cette droite doit être située 
dans le plan tangent commun ; si donc par cette droite 
on mène un plan tangent au cône, la trace de ce plan 
sur le plan de la base du cylindre doit être tangente à 
cette base. 

6i . Condition pour quon puisse mener un plan 
tangent commun à deux cônes. 

La droite qui joint les sommets des deux cônes doit 
être située dans le plan tangent commun; si donc pnr 
cette droite on mène un plan tangent à Tun des cônes, 
sa trace sur le plan de la base du second cône doit être 
tangente à cette base 


30 GËOMÉTJIIE DESCRIPTIVE. 

63. Dans le cas particulier où les deux cônes ont 
même sommet^ il suffit que l'on puisse mener une tan- 
gente commune aux sections faites dans les deux cônes 
par un même plan^ car le plan de cette tangente com- 
mune et du sommet commun est à la fois tangent aux 
deux cônes. On peut donc mener autant de plans tan- 
gents communs que l'on peut mener de tangentes com- 
munes aux sections faites dans les deux cônes. 

&3* Quand deux cônes sont homothétiques et qu'on 
peut mener aux deux bases situées dans un même plan 
une tangente commune telle que les points de contact 
soient des points homologues sur les deux surfaces y les 
droites qui joignent ces points de contact aux sommets 
sont des génératrices homologues et par suite parallèles; 
le plan de ces deux génératrices et de la tangente 
commune est un plan tangent commun aux deux 
cônes. 

Si les sommets des deux cônes sont d'un même côté 
par rapport au plan des hases^ pour que les points de 
contact soient homologues^ la tangente commune doit 
laisser les deux bases d'un même côté ; si les sommets 
sont situés de côtés différents par rapport au plan des 
bases, la tangente commune doit laisser ces bases de 
côtés différents. 

PROBLÈME. 

64. Mener à deux cylindres deux plans tangents 
parallèles entre eux. 

Il suffit de mener à chacun des deux cylindres un plan 
tangent parallèle aux génératrices de l'autre ; ces deux 
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plans tangents sont parallèles ^ car Us sont tous deux 
parallèles aux génératrices des deux cylindres 

PROBLÈME. 

65. Mener à un cône et à un cylindre deux plans 
tangents parallèles entre eux. 

Le plan tangent au cône est déterminé, puisque ce 
plan doit être parallèle aux génératrices du cylindre ; on 
en déduit facilement le plan tangent au cylindre qui est 
parallèle au précédent. 


PROBLÈME. 


66. Mener à deux cônes deux plans tangents paral- 
lèles entre eux. 

On transportera l'un des deux cônes parallèlement à 
lui-même de manière à faire coïncider son sommet avec 

■s 

le sommet de l'autre ; on mènera un plan tangent com- 
mun aux deux cônes qui ont même sommet et l'on mè- 
nera à l'autre cône un plan tangent parallèle au plan 
ainsi déterminé. 

Pour transporter un cône parallèlement à lui-même, 
il suffit de mener par la position nouvelle du sommet un 
nombre suffisant de parallèles à des génératrices du cône 
et de chercher les traces de ces parallèles sur le plan où 
l'on veut avoir la nouvelle base. 

Dans le cas où la base du cône est circulaire et qu'on 
transporte le cône de manière que la base soit dans le 
même plan ou dans un plan parallèle, il suffit de trans- 
porter parallèlement à elle-même la droite qui joint le 
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sommet au centre de la base, puis de répéter cette con* 
struction pour une génératrice quelconque ; on obtient 
ainsi le centre et un point de la circonférence de base du 
cône transporté. 

PROBLlfeMB. 

67. Mener une normale commune : V à deux cy- 
lindres; 2* h un cône et à un cylindre ; 3* à deux cônes. 

Supposons le problème résolu et soient connus les 
points où la normale commune rencontre les deux 
surfaces données; si Ton mène en ces points les plans 
tangents aux deux surfaces, ces plans perpendiculaires à 
une même droite sont parallèles et, si dans ces plans on 
mène les génératrices de contact^ la normale commune 
perpendiculaire aux deux plans est perpendiculaire à ces 
génératrices ; donc, quelles que soient les deux surfaces 
données, on leur mènera deux plans tangents parallèles 
(64-65-66), on construira les deux génératrices de con- 
tact et l'on cherchera la perpendiculaire commune à ces 
génératrices. 

PROBLÈMES DIVERS. 

68. Mener à un cône sk. j'A' (fig. 16) un plan 
tangent qui fasse ai^ec le plan horizontal un angle égal 
à un angle donné a. 

Si Ton construit un cône de révolution ayant pour 
sommet le point s . /, pour axe la verticale s . dJ qui 
passe par ce point et pour génératrices des droites faisant 
avec V^xes.ds' le complément de l'angle donné a, on 
sait (r*^ partie, 187) que le plan demandé doit êlre tan- 
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gent à ce cône ; la question est donc rameffée à mener 
un plan tangent commun à deux cônes qui ont même 
; sommet ; il suffit pour cela, quand la base A . A' est située 
,' dans le plan horizontal de projection^ de mener une tan- 
gente commune Pp aux deux bases et de faire passer un 
plan PpPi par cette tangente et le sommet s.J} il y a 
autant de solutions que Ton peut mener de tangentes 
communes aux deux bases. 

69. Si la trace horizontale du cône n'était pas donnée, 
il faudrait la construire d'abord pour pouvoir effectuer 
la construction, à moins que ce cône ne soit de révolu- 
tion ; dans ce cas on résout le problème en menant par 
le sommet un plan tangent commun à deux sphères inscri- 
tes, l'une dans le cône donné, l'autre dans le cône auxi- 
liaire (1'» partie, 180). 

70. Mener à un cylindre ABCD, A'B'C'iy (fig. 17) 
un plan tangent qui fasse ai^ec le plan horizontal un 
angle égal à un angle donne' ol. 

Menons d'abord par un point quelconque du plan 
vertical a.dwn plan parallèle au plan tangent cherché; 
ce plan devant faire avec le plan horizontal un angle 
donné a est tangent à un cône de révolution déterminé 
comme dans le problème précédent ; devant être paral- 
lèle à un plan tangent au cylindre, il doit contenir la 
parallèle ab . dU menée de «. n' aux génératrices, le plan 
bcd mené par cette droite tangentiellement au cône de 
révolution est parallèle au plan cherché ; en menant à la 
base AB du cylindre située sur le plan horizontal une 
tangente ef parallèle à bc, on a la trace horizontale du 
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plan cherchAj on en déduit la trace verticale fg parallèle 
kcd. 

Pour que. le problème soit possible ^ il faut que 
l'on puisse mener au cône auxiliaire un plan tangent 
parallèle aux génératrices du cylindre, c'est-à-dire que 
l'angle des génératrices avec le plan horizontal soit au 
plus égal à l'angle a. 

Il admet autant de solutions qu'on peut mener à la 
base de tangentes parallèles aux traces horizontales des 
plans auxiliaires tangents au cône de révolution et me- 
nés par ab • ciU. 

71 . Si la base du cylindre était située dans un plan 
quelconque^ on déterminerait l'intersection de ce . plan 
avec le plan auxiliaire parallèle au plan tangent et l'on 
mènerait à la base une tangente parallèle à l'intersection ; 
on aurait ainsi une droite du plan tangent cherché. 

PROBLÈMB. 

72. On donne un cylindre AB. A'B' (fig. \9^) et un 
plan PaPii on demande en quel point de [intersection 
le plan est normal au cylindre . 

Si l'on mène au cylindre un plan tangent perpendicu» 
laire au plan sécant ^ c'est-à-dire parallèle à une droite 
perpendiculaire à ce plan, le point de rencontre de la 
génératrice de contact avec le plan donné satisfera à la 
question, car en ce point le plan sécant, sera perpendicu- 
laire au plan tangent à la surface. Pour construire ce 
plan tangent, par un point quelconque o . d menons une 
parallèle oa . dd aux génératrices du cylindre et une per- 
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pendiculaire od.dd au plan PaP^, le plan a^c^ de ces 
deux droites est parallèle à un plan Rp R^ tangent au 
cylindre ; soit mn. ni ri la génératrice de contact du plan 
R p R^ et du cylindre , le point n,ri o\3l cette génératrice 
perce le plan PaP^, est le point cherché. Dans le cas de 
notre épure, le problème admet deux solutions, car on 
peut mener à A deux tangentes parallèles à a p. 

Le problème est possible toutes les fois que l'on peut 
mener au cylindre un plan tangent parallèle à une droite 
donnée, ce qui a toujours lieu quand la directrice est une 
courbe fermée. 

73, On résoudrait tout à fait de la même manière le 
problème analogue pour le cône. Dans ce cas, pour que 
le problème soit possible, il faut que Ton puisse mener 
au cône un plan tangent parallèle à une perpendiculaire 
au plan donné, c'est-à-dire que l'on puisse mener à la 
directrice du cône une tangente par le point où le plan 
de cette directrice est rencontré par la perpendiculaire 
au plan donné menée par le sommet du cône. 

74. Mener à un cylindre un plan tangent qui fasse 
avec un plan quelconque un angle égal à un angle 
donné. 

On résoudra le problème comme dans le cas précé- 
dent en remplaçant le cône de révolution dont l'axe est 
vertical par un cône dont l'axe est perpendiculaire au 
plan donné. Pour effectuer d'une manière simple les 
constructions nécessaires à la détermination du plan tan- 
gent à ce cône parallèlement aux génératrices du cylin- 
dre^ on rabattra le plan de la base du cône sur le plan 
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horizonlal, on mènera au rabattement de la cîrconfé- 
renee de base du cône une tangente par le rabattement 
du point où le plan est rencontré par la parallèle aux 
génératrices du cylindre menée par le sommet du cône ; 
on relèvera cette tangente qui, avec le sommet, déter- 
mine un plan parallèle au plan cherché. On construira 
l'intersection de ce plan avec le plan de la base du cylin- 
dre et l'on mènera à cette base une tangente parallèle à 
l'intersection ; cette tangente est une droite du plan tan* 
gent demandé. Ce plan contient d'ailleurs la génératrice 
qui passe par le point de contact. 

75. Mener à un cône un plan tangent qui fasse 
avec un plan Quelconque un angle égal à un angle 
donné a. 

On construira d'abord un cône de révolution ayant 
même sommet que le cône donné, dont l'axe soit per* 
pendiculaire au plan et dont les génératrices fassent avec 
Taxe le complément de l'angle donné ; tout plan tangent 
commun à ce cône et au cône donné satisfait à la question. 

Si le cône donné est quelconque, on construira d'a- 
bord les traces des deux cônes sur un même plan et l'on 
mènera un plan par le sommet et chaque tangente com- 
mune aux deux bases. 

Si le cône donné est de révolution, on résoudra la 
question plus simplement comme il a été dit précédem- 
ment (69). 

PROBLÈME. 

76. On donne un cylindre A B . ÀSf(J\%. 1 9) et un plan 
PaPj ; on prend la section du cylindre par le plan pour 
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base cTun cône dont on donne le sommet s^ J ; on de- 
mande de mener à ce cône un plan tangent parallèle 
à une droite donnée cd.dd. 

Menons par le sommet j, J du cône la parallèle s g.J ^^ 
à la droite donnée c d.d d. Soit p.f) \e point où 
cette parallèle perce le plan PaP^ de la base du cône ; le 
plan demandé est déterminé par la droite s g. J g' et la 
langente menée du point/? .// à la base du cône; pour 
déterminer cette tai^gente, on remarquera qu'elle est si- 
tuée dans le plan sécant PaP^ et dans le plan tangent au 
cylindre mené par p •pf \ la trace du plan tangent au cy- 
lindre mené par /? . // est ef , le point f de rencontre de 
cette trace avec Pa est la trace horizontale de l'intersec- 
tion et par suite un point de la trace horizontale du plan 
cherché; on aura donc cette trace f g f en joignant le 
point /*,au point g, trace horizontale g de la droite sp. ^ // 
située dans le même plan. On en déduit facilement la 
trace verticale p R^. Sur la figure, cette trace a été déter- 
minée au moyen de la trace verticale de la droite fp. f^pf 
située dans le plan. 

77. /applications de la construction des plans tanr 
gents au cylindre et au cône à la détermination des 
ombres. 

Supposons que le point par lequel on mène deux 
plans tangents à un cône soit un point lumineux, les gé- 
nératrices de contact partagent la surface du cône en 
deux parties dont Tune, tournée du côté du point lumi- 
neux, est éclairée et dont l'autre, tournée du côté op- 
posé, est dans l'ombre. 

Les points de l'espace compris entre les plans tangents 
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au delà du cône par rapport au point lumineux ne 
peuvent recevoir de lumière, puisque tous les rayons 
partant du point lumineux et dirigés vers ces points sont 
interceptés par le cône ; par conséquent, l'ombre portée 
par le cône sur une surface quelconque sera comprise 
entre les lignes d'intersection de cette surface avec les 
deux plans tangents. 

On peut faire les mêmes observations quelle que soit 
la position du point lumineux et^ par conséquent, quand 
ce point est situé à l'infini, c'est-à-dire quand les rayons 
lumineux deviennent parallèles. Les lignes d'ombre pro- 
pre du cône sont donc les génératrices de contact de la 
surface avec les plans tangents menés par le point lumi- 
neux ou parallèles à la direction des rayons lumineux. 

Il est clair que ce qui a été dit pour le cône s'applique 
également au cylindre. 

PREMIER EXEMPLE. 

78. Soient sabJdU (fig^ 20) un cône donné dont la 
base a .a' est sur le plan horizontal de projection, et mn* 
niri une droite parallèle aux rayons lumineux qui éclai- 
rent le cône; les plans tangents au cône parallèles à 
mn . niri ont pour traces horizontales hl et hk ; la por- 
tîon du plan horizontal comprise entre ces traces et l'arc 
Ihk de la base est dans l'ombre ; sur la surface, la partie 
qui est dans l'ombre est comprise entre les génératrices 
sl.Jlj sk.JH du côté de l'arc kbl; la partie opposée 
slak.êtdli est éclairée. 
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DEUXIÈME EXEMPLE. 

79. Soient abcd. dlUdd! (fig. 21) un cylindre limité 
d'une part au plan horizontal de projection et de l'autre 
à un plan horizontal dd y mn . rrlré la direction des 
rayons lumineux qui éclairent le cylindre ; les plans tan- 
gents au cylindre parallèles à mn. rriri ont pour traces 
horizontales eg^ fh et donnent les génératrices de con- 
tact /r. fi^y eL ét\ les extrémités supérieures r ,f^ ^ l.l 
de ces génératrices portent ombre sur le plan horizon- 
tal aux points h et g situés sur les traces horizontales 
des plans tangents qui ne sont autre chose que les 
lignes d'ombre portée par les génératrices de contact; 
entre les deux points extrêmes /./, r.ï^ les rayons 
lumineux glissent sur l'arc rdLr^dH et les prolonge- 
ments de ces rayons forment un cylindre coupé par 
le plan horizontal de projection suivant la courbe h^g 
identique à l'arc rdl; l'ombre portée par le cylindre 
sur le plan horizontal est donc comprise entre les 
arcs ebfy h^g et les portions egj fh des traces des deux 
plans tangents comprises entre ces arcs. La portion 
de la surface qui est dans l'ombre est comprise entre 
les arcs fbe . flf^f^ rdl . ï^d!l et les génératrices fr^fi^^ 
eLe'P. 

L'arc h^g doit être tangent en ^ et A aux droites eff 
et /%; en effet h^g est la trace d'un cylindre qui a pour 
directrice l'arc rdl, i^d!l ; le plan tangent à ce cylindre 
en /. t est le même que le plan tangent au cylindre 
donné, puisque sa génératrice Ig.t^ est située dans ce 
dernier plan et que la tangente à la directrice en l */ 
est la même pour ces deux cylindres. Ce plan tangent 


40 GÉOMÉTRIE DESCHIPTIVE. 

en 1,1! Test aussi en g et par suite g8h et eg sont les 
sections faites par un plan dans un cylindre et son plan 
tangente 


1 • On traiterait de même les questions analogues dans le cas des ombres 
au flambeau. Les plans tangents, au lieu d'être menés parallèlement à 
une droite donnée, passeraient par un point donné. 


QUATRIÈME LEÇON. 

PLANS TANGENTS AUX SURFACES DE RÉVOLUTION. 


THÉORÈME. 


80. Tout plan tangent à une surface de résolution 
est perpendiculaire au méridien qui paisse par le point 
de contact. 

Soit M (fig. 22) un point quelconque d'une surface de 
révolution A ; le plan tangent en M est déterminé par 
les tangentes MX et MC au parallèle MOE et au méridien 
MB qui passent par le point M ; le plan du parallèle et 
celui du méridien sont perpendiculaires entre eux (11); 
le rayon MO est l'intersection de ces deux plans et la 
tangente MT située dans le plan du parallèle est perpen- 
diculaire à ce rayon MO ; MT est donc perpendiculaire 
au plan du méridien MB et , par suite^ le plan tangent 
qui est mené suivant MT est perpendiculaire à ce même 
plan. 

81 . Remarque I. Soit G le point oii la tangente au 
méridien rencontre l'axe ; si l'on fait tourner le plan du 
méridien autour de l'axe pour engendrer la surface, ce 
point C ne bouge pas et le point de contact M engendre 
le parallèle MDE ; les tangentes menées aux méridiens 
par tous les points d!un même parallèle rencontrent 
donc Vaxe au même point. 

82. Remarque II. Les normales menées à une sur* 
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face de rés^olution par tous les points dun même pa- 
rallèle rencontrerit Taxe au même point. 

Considérons la normale au point M (fig. 22) ; cette 
droite, perpendiculaire au plan tangent, est située dans 
le plan du méridien MB qui passe par le point M (81) 
et par suite rencontre l'axe en un point P ; si Ton fait 
tourner le méridien MB autour de l'axe, le point M en- 
gendre un parallèle ; la droite MP reste normale à la sur- 
face et rencontre toujours l'axe au point P. 

THIÎORÈME. 

83. Si deux surfaces de rêifolutiort sont engendrées 
par deux courbes D e^ B (fig. 22) tangentes entre elles 
en un point M et tournant autour du même axe OC, 
elles ont même plan tangent en tous les points du pa- 
rallèle engendré par le point M. 

En effet, en un point quelconque M^ de ce parallèle, 
le plan tangent pour chacune des deux surfaces est dé- 
terminé par la tangente M^T^ au parallèle commun et la 
tangente M^C communes aux nouvelles positions D^ et B^ 
des génératrices. 

84. CoROLLAmE. On peut inscrire une infinité de 
sphères dans une surface de résolution; car si en un 
point quelconque M^ du méridien M,B, (fig. 22) on mène 
la normale M^P, la circonférence décrite du point P de 
rencontre de la normale avec l'axe comme centre 
avec MjP pour rayon sera tangente au méridien M,Bj 
et la sphère engendrée par cette circonférence aura 
même plan tangent que la surface de révolution en 
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tous les points du parallèle commun engendre par le 
point M^. 

85. Détermination des contours apparents dtune 
surface de révolution, • 

\ ® Supposons d'abord l'axe vertical. Si l'on mène un 
plan quelconque par l'axe et une tangente verticale au 
méridien que détermine ce plan, cette tangente, dans le 
mouvement de révolution autour de Taxe, engendre un 
cylindre vertical circonscrit à la surface ; son point de 
contact décrit une circonférence de contour apparent 
qui se projette horizontalement en vraie grandeur sui- 
vant la circonférence engendrée par la trace de la tan- 
gente verticale. 

Il y a donc autant de circonférences de contour ap- 
parent que l'on peut mener de tangentes verticales à la 
méridienne^ 

86. Remarque. Ces parallèles de contour apparent 
sont les parallèles maxima et minima de la surface. 

87. La ligne de contour apparent par rapport au plan 
vertical n'est autre chose que le méridien principal. Car 
tous les plans tangents menés à la surface par les points 
de ce méridien sont perpendiculaires au plan vertical de 
projection (80) et ' par suite ce méridien est la courbe 
de contact de la surface avec le cylindre circonscrit, 
perpendiculaire au plan vertical. Ce méridien parallèle 

1. II peut se faire qne les taugentes qui déterminent un cylindre pro- 
jetant Tertical soient situées de part et d'autre du point de contact dans 
l'intérieur du solide limité à la surface de révolution. — On dit alors qu9 
la courbe de contact est virtuelle. 
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au plan vertical se projette verticalement en vraie gran- 
deur. Le contour apparent vertical est donc la projec- 
tion verticale du méridien principal. 

' 88^ Remarque. Tout point de la surface projeté verti- 
calement sur le contour apparent vertical a sa projection 
horizontale sur la parallèle à la ligne de terre menée par 
le pied de l'axe. De même, tout point de la surface pro- 
jeté horizontalement sur la trace horizontale du méri- 
dien principal a sa projection verticale sur le contour 
apparent vertical. 

89. 2* Si Caxe de la surface ae révolution aune 
position quelconque^ on déterminera sur l'axe les centres 
d'un certain nombre de sphères inscrites , le contour 
apparent de la surface sur un plan de projection ' 
quelconque sera l'enveloppe des projections de ces 
sphères* (45). 

problè\ie. 

90. Mener un plan tangent à une surface de révo^ 
lution par un point quelconque de la surface. 

1** Supposons Taxe vertical; soient A' (fig. 23) le con- 
tour apparent vertical et la circonférence A le contour 
apparent horizontal de la surface. (Fig. 85.) 

1. Quand la génératrice est une courbe plane, on obtient facilemen 
les centres de ces spbères inscrites; quand elle est une courbe gauche, on 
mène en un point quelconque de la courbe une tangente et un plan per- 
pendiculaire à cette tangente, le point de rencontre de ce plan et de Taxe 
est le centre d'une sphère qui touche la surface de révolution suiYant le 
parallèle engendré par le point considéré ; car en ce point les deux sur- 
faces ont même plan tangent, celui qui est déterminé par la tangente 1 
à la directrice et la tangente au parallèle commun. 
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Soît/y/la projection verticale d'un point de la surface 
par lequel on se propose de mener un plan tangent; le 
parallèle de la surface qui passe par ce point est projeté 
verticalement suivant p(f ^ horizontalement en vraie 
grandeur; suivant la circonférence pq ; à la projection 
verticale rrf correspondent donc deux projections hori- 
zontales /w , /w^ ; considérons le point m^.nt\ la tangente 
au méridien qui passe par ce point rencontre Taxe au 
même goint o.é que la tangente //c/, menée au méridien 
principal par le point />.// situé sur le parallèle de 
/?/,. w'; cette tangente a donc pour projections om^,érri\ 
sa trace horizontale est h\ la perpendiculaire Pa menée 
de A à la trace horizontale om^ du méridien du point 
m^.m! est la trace horizontale du plan tangent cher- 
ché (80) ; on détermine la trace verticale de ce plan soit 
au moyen de la trace verticale de la tangente au méri- 
dien, soit au moyen d'une horizontale quelconque du plan 
tangent , menée par un point de om^.dm!. Sur l'épure, 
cette trace verticale aP^ a été déterminée au moyen de la 
trace verticale (/ de l'horizontale du plan menée par le 
point de contact m.niy c'est-à-dire de la tangente au 
parallèle qui passe par ce point. 

Quand la tangente au méridien ne rencontre pas l'axe 
dans les limites de l'épure, on détermine la trace hori- 
zontale h * de la tangente op . dfJ menée au méridien 
principal par le point p .pf du parallèle du point donné, 
et par un mouvement de rotation très-simple on obtient 
la trace horizontale A ^ de la tangente au méridien du 
point donné. On peut aussi , dans ce cas , obtenir la 


1. Dans le cas considéré, cette trace est située généralement dans les 
limites de répnre. 
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direction du plan tangent^ en menant la normale au 
point donné. Cette normale rencontre Taxe au même 
point o.ri que la normale op.rlpy menée par le point p .// 
du parallèle de m^. ni situé sur le méridien principal. 

91 . 2® Si l'axe est parallèle au plan vertical et incliné 
par rapport au plan horizontal, on mène^ comme dans le 
cas précédent 9 la normale à la surface au point donné ^ 
et Ton fait passer par ce point un plan perpendiculaire à 
la normale. On peut^ du reste, déterminer la tangente au 
méridien^ en cherchant le point oii elle rencontre l'axe. 

'92, Dans la pratique^ on ne rencontre pas de surfaces 
de révolution dans d'autres positions que celles que nous 
avons considérées; si l'on voulait, comme exercice de 
construction , considérer le cas où l'axe de la surface 
aurait une position quelconque , il faudrait, par un 
changement de plan , revenir à une des deux positions 
précédentes. Dans les problèmes suivants, nous suppo- 
serons l'axe de la surface vertical ; il sera facile d'appli- 
quer les solutions qui seront données au cas oii l'axe 
aurait une position quelconque. 

PROBLÈME. 

93. Mener à une surface de révolution un plan tan^ 
gent parallèle à un plan donnée 

1® Supposons d'abord le plan donné PaP^ (fig. 24) 
perpendiculaire au plan vertical de projection. Dans ce 
. cas, le plan tangent cherché est tangent au cylindre cir- 
conscrit perpendiculaire au plan vertical, sa trace verti- 
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cale sera donc tangente à la trace verticale de ce cylin- 
dre, c'est-à-dire au contour apparent vertical (87) ; elle 
est d'ailleurs parallèle à la trace verticale aP^ du plan 
donné ; on obtiendra donc cette trace en menant PQ^ pa- 
rallèle à aPj et tangente à la projection verticale du mé- 
ridien principal. 

Le problème admet autant de solutions qu'on peut 
mener à la méridienne de tangentes parallèles à la trace 
verticale aP^ du plan donné. Dans le cas de notre épure, 
le problème admet deux solutions; une seule Q^Q^ a été 
figurée. 

94. 2** Si le plan donné RpRi (fig. 24) est quelconque, 
on fera tourner la figure autour de Taxe, de manière à 
rendre ce plan perpendiculaire au plan vertical. On mè- 
nera à la surface un plan tangent parallèle au plan obtenu, 
et Ton ramènera la figure dans sa première position; on 
aura ainsi un plan satisfaisant à la question. 

Dans le premier mouvement de rotation, le plan RpR^ 
devient PaP^ (1** partie, 1 54,3'); on peut alors mener à 
PaPj le plan tangent parallèle QPQj (93) , qui devient 
LXL| quand on remet la figure dans sa position pre- 
mière, 

95, Mener à une surface de rés^olution A . A^ {fig. 24) 
une normale parallèle à une droite donnée mn . nin! . 

Il suffit de mener à la surface un plan tangent LXL^ 
pîirallèle à un plan RpRi perpendiculaire à mn. nirl\ 
la normale œ. pé qui passe par le point de contact e.é 
est là normale cherchée. 
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96, Observations sur les plans tangents à une sur- 
face de résolution lorsque ces plans doivent passer par 
un point extérieur ou être parallèles a une direction 
donnée. 

On peut généralement mener par un point extérieur 
une infinité de plans tangents à une surface de révolu- 
tion, car, excepté dans le cas du cylindre et celui du 
cône, la ligne de contact de la surface et du cône cir- 
conscrit qui a pour sommet le point donné est une 
courbe, à laquelle on peut mener une infinité de tangen- 
tes; chaque plan déterminé par une de ces .tangentes' 
et le sommet est un plan tangent à la surface. 

Il en est de même lorsque le plan tangent doit être 
parallèle à une droite donnée. 

Dans ces deux cas, pour que le problème soit déter- 
miné, il faut assujetti^ le plan tangent à remplir une con- 
dition de plus; nous allons nous proposer de résoudre 
les deux problèmes en assujettissant le plan tangent à 
avoir son point de contact sur un parallèle ou sur. un 
méridien déterminé. 

PROBLÈME. 

9'*'. Mener var point donné h. H {fig. 25) à unesur* 
face de révolution A. 4' un plan tangent tel que le 
point de contact soit situé sur un parallèle donné 
mn. ni ri. 

Circonscrivons à la surface un cône de révolution 
suivant le parallèle mn. rriri et menons par è. V un plan 
tangent à ce cône, le plan ainsi déterminé sera tangent à 
la surface de révolution (29). 
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Soient o. y le sommet du cône circonscrit, o^.^Z»' la 
droite qui joint le point donné 6.1/ au. sommet o. y et 
ce/ le point de rencontre de cette droite avec le plan du 
parallèle m!r/ que nous considérerons comme base du 
cône; la tangente cl.dP menée de ce point c.d a la 
base est une droite du plan tangent cherché ; il suffît 
donc de mener un plan PaP^par cette droite et la droite 
ob.Jl/. 

Le point /./ de contact de la tangente cl.df avec le 
parallèle mn . m'n! est le point de contact du plan tangent 
cherché avec la surface; ol.Jt est donc aussi une 
droite du plan tangent. 

98. Pour que le problème soit possible, il faut que 
l'on puisse mener par le point b.èf un plan tangent au 
cône circonscrit, et par suite, que la droite qui joint ce 
point au sommet ne soit pas dans l'intérieur du cône ; 
si Ton ramène par un mouvement de rotation autour de 
Taxe le point b.è/ dans le plan du méridien principal 
en b^>y^ et si par ff^ on mène une tangente ^^^^ au 
méridien , le parallèle projeté en g'^^y engendré par le 
point dont la projection verticale est ^ sera un parallèle 
limite pour lequel le problème est possible, car pour 
un parallèle plus élevé le point donné b . 1/ serait dans 
l'intérieur du cône circonscrit. Une seconde tangente 
l/^ff donne un second parallèle limite projeté en // . A'^. 

99. Si le sommet du cône auxiliaire est situé en de- 
hors des limites de l'épure, on prend pour base du cône 
la section faite par le plan horizontal qui passe par le 
point donné b.èf; on évite ainsi de se servir de la droite 
qui joint b.ff slvl sommet, le point b.b^ étant lui-même 
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le point de reucoBtre de cette droite avec le plan de 
la base. 

100. Quand le point donné h.U (fig; 26) est dans le 
plan du méridien principal, on peut obtenir immédiate- 
ment la projection verticale r' du point de contact en 
cherchant la projection verticale de la normiale qui passe 
pitr ce dernier point. En effet, cette projection ren- 
contre la projection verticale de Taxe en un point// qui 
«I5t le même pour tous les points du parallèle projeté en 
triri ; elle est d'ailleurs perpendiculaire à la trace verti- 
cale du plan tamgent cherché ; or ce plan mené suivant la 
droite ho.UJ qui joint le point hM ^^x sommet o.^ du 
cône circonscrit suivant le parallèle et qui par consé- 
qfuent est parallèle au plan vertical de projection, a sa 
trace verticale parallèle à la projection verticale UJ de 
cette droite; la projection verticale ///^ de la normale est 
donc perpendiculaire à VJ ; le point /^ où celte projec- 
tion rencontre friri est la projection verticale du point 
de contact. On peut en déduire facilement les traces du 
pl&n tafngent*. 

1. CeUe constrnetion smppoae que la projection yerticale dn somuMt' 
du cône circonscrit soit dans les limites de l'épure ; quand cette condition 
n'est pas remplie, on peut avoir recours à la construction suivante qui est 
encore très-simple : 

Rabattons le plan horizontal du parallèle projeté ea.fnln' (fîg. 26) autocir 
dé son diamètre m'n! sur le plan du méridien principal, le point cf où àa. 
oV rencontre mV ne bouge pas, le point de contact cherché est rabattu 
au point R ou la tangente menée de c* touche la circonférence; abaissons 
la perpendiculahne Rr' sur mn\ f est la projection verticale du point de 
cwDiaci; 11 s agit de déterminer ce point sans avoir recours au sommet /. 
Joignons le point R au centce c j dan» le triangle rcctanj^ mIR, 


on a 


cR*==<?c'x«'^ 


ec? cR ec^ emr 


^^^ -- CEX ccT crf 


ffR ei* enC er* 
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roOBIlÈME. 

1 04 . Misner par un point donné à une surface de 
réuoiuiion un plan tangent tel que le point de contact 
soit situé sur un» méridien donnée 

Soient a.d (fig. 27) le poînt dbnné et cm la trace 
horizontale du méridien sur lequel doit être situé lé 
point de contact. Far tous les points de ce méridien con- 
cevons des perpendiculaires à son plan et par suite tan- 
gents aux parallèles correspondants; ces perpendiculai<- 
res forment un cylindre circonscrit à la surface ^ et tout 
plan tangent à ce cylindre est tangent à la surface de 
révofutiôn (30) ; suffit donc de mener par a. a' un 
plan tangent à ce cylindre ; pour cela ^ menons par le 
point a.d une parallèle ac.dd aux génératrices du 
cylindre, c*est-à-dîre une perpendiculaire au plan du 
méridien om\ cette parallèle rencontre ce plan en c.d\ — 
Pour mener de ce point la tangente au méridien , faisons 
tourper le méridien du point ce/ autour de Taxe de ma- 
nière à le faire coïncider avec le méridien principal ; le 
point c. c'' devient c^.d^*^ la tangente au méridien est c/,, 

menons b'^ parallèle à m'o', cette droite renoentre la tangente w?^ en un 
point f et ron a aussi 

«aaadone; 

d'où la construction suivante : on mène /W et l'on joint le point f où 
Vmf rencontre Taxe au point f où b*^ rencontre la tangente en m*; le 
point r' de rencontre de cette dernière droite ayec m'n' est la projection 
verticale du point de contact cherché. ' 
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^ic\t\ et la trace horizontale de cette tangente t^. Si on 
remet le plan du méridien dans sa première position^ 
cette trace devient t qui est un point de la trace horizon- 
tale du plan cherché ; cette trace est d'ailleurs perpen- 
diculaire à la trace horizontale om du méridien donné ; 
on obtient ainsi la trace horizontale P a du plan demandé; 
on en déduit facilement la trace verticale a f/. Sur l'épure 
cette trace a été construite au moyen de la trace verticale 
(/ de r horizontale du plan menée par le point donné 
a.cf — Le problème admet autant de solutions qu'on 
peut mener de tangentes au méridien principal par le 
point c/j. 

102. Pour que le problème soit possible, il faut et il 
suffit que la perpendiculaire menée du point a. ^/ au 
plan du méridien donné ne soit pas dans l'intérieur du 
cylindre circonscrit ; cette condition est toujours remplie 
quand le point donné est en dehors de l'intervalle com- 
pris entre les deux plans tangents extrêmes perpendicu- 
laires à l'axe. Quand le point sera situé dans cet inter- 
valle, on reconnaîtra facilement quels sont les deux 
méridiens limites pour lesquels le problème est possible ; 
il suffît de mener par le point des tangentes au parallèle 
déterminé par le plan horizontal dans lequel il est situé ; 
les points de contact appartiennent aux méridiens limi- 
tes ; il est facile de voir en effet que pour tous les méri- 
diens compris dans l'angle formé par ces méridiens ex- 
trêmes et dans lequel est situé le points la condition de 
possibilité est remplie et qu elle ne Test plus pour tous 
les autres. 
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PROBLÈME. 

103. Mener à une surface de révolution un plan 
tangent parallèle à une droite donnée de manière que 
le point de contact soit situé sur un parallèle donné. 

Soient Py.pY ("fîg. 25) la droite donnée et mu. 
ni ri le parallèle sur lequel doit être situé le point de con- 
tact ; circonscrivons à la surface un cône de révolution 
suivant le parallèle mn. niri et menons à ce cône un 
plan tangent parallèle à Py . py, le plan ainsi déterminé 
sera tangent à la surface de révolution. 

Soient o. J le sommet du cône, sb, JV la droite menée 
par ce sommet parallèlement à la droite donnée, et c. c/ 
le point de rencontre de cette droite avec le plan nifiàe 
la base du cône, la tangente cl . dl menée de ce point à 
la base est une droite du plan cherché; on en déduit fa^ 
cilement les traces Pa,,aP, de ce plan; le point /./'est 
le point de contact. 

1 04. Pour que le problème soit possible , il faut que 
la parallèle menée par le sommet du cône circonscrit à 
la droite donnée Py . py ne soit pas dans l'intérieur de 
ce cône ; soit o X . c'a' une parallèle à Py . p'y' menée par 
un point o • e' de Taxe ; faisons tourner la figure autour 
de Taxe de manière que cette droite devienne o ^^ . i^^ 
parallèle au plan vertical; et menons au contour appa- 
rent vertical des tangentes parallèles à J^^\ les points de 
contact// et /?\ donnent les parallèles extrêmes, car pour 
tout parallèle situé en dehors de l'espace compris entre 
ceux-là, l'angle des génératrices avec Taxe serait plus 
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grand que l'angle formé avec cet axe par la droîte don- 
née, et la parallèle menée par le sommet à cette droite 
serait située dans l'intérieur du cône circonscrit. 

i 05.. La construction précédente suppose que le som-* 
met du cône circonscrit à la surface suivant le parallèle 
considéré n'est pas en dehors des limites de l'épure ; 
quand cette condition n'est pas remplie, on peut facile- 
ment déterminer la projection horizontale de la généra- 
trice de contact en substituant au cône circonscrit un 
cône parallèle ayant son sommet en un point quelconque 
de l'axe ; en effet, les deux cônes ayant leurs génératri- 
ces parallèles, si on leur mène des plans tangents paral- 
lèles à une même droite, on obtiendra des génératrices 
de contact parallèles ; ces génératrices parallèles ren- 
contrant l'axe qui est vertical , sont dans un même plan 
vertical, et par suite ont même projection horizontale. 

Soit nJ ri (fig, 25) la projection verticale du paral- 
lèle donné et o . /' le point de l'axe que l'on prend pour 
sommet du cône que l'on substitue au cône circonscrit 
suivant le parallèle ; le plan tangent mené à ce cône pa- 
rallèlement à Py . pfy' donne une ^génératrice de con- 
tact projetée horizontalement suivant ro; ro est donc 
aussi la projection horizontale de la génératrice quî con- 
tient le point de contact cherché; ce point de contact est 
aussi projeté sur mn projection horizontalfe du parallèle 
donné, le point / de rencontre de mn et ro est donc fai 
projection horizontale du point de contact. 

Il est facile d'en déduire les traces du plan tangent. 

Î06. Quand la droite donnée Py.pV (fig. 26) est 
parallèle au plan vertical de projection , on peut obtenir 
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immédiatement le point de contact en cherchant la pro- 
jection verticale de la normale qui passe par ce point. 
En effet, cette projection rencontre la projection verti- 
cale de l'axe en un point // qui est le même pour tous 
les points du parallèle projeté en niriy elle est d'ailleurs 
perpendiculaire à la trace verticale du plan tangent 
cherché; or ce plan parallèle à Py.pY qui est parallèle 
au plan vertical de projection a sa trace verticale paral- 
lèle à PY; ^^ projection verticale de la normale est donc 
perpendiculaire à p'y'j ^^ point r' où cette projection 
rencontre niri est donc la projection verticale du point 
de contact* 

PROBLÈME. 

\ 07. Mener à une surface de ré\folution un plan 
tangent parallèle à une droite donnée et tel que le 
point de contact soit situé sur un méridien donné. 

Soient gh.^N (fig. 24) la droite donnée et or la 
trace horizontale du méridien sur lequel doit être situé le 
point de contact ; on pourrait circonscrire à la surface un 
cylindre suivant le méridien donné et mener à ce cylin- 
dre un plan tangent parallèle à la droite gh.^ti \ mais 
on résout le problème plus simplement de la maniera 
suivante : 

On détermine d'ahord la direction du plan tangent 
cherché en menant par un point quelconque /. l de gh. 
^H une perpendiculaire Ik . tU au plan du méridien 
donné; le plan SpR^ de cette perpendiculaire et de la 
droite donnée gh.^H est parallèle au plan cherché ; on 
est ainsi ramené à mener à une surface de révolution un 
^n tangent L>.L, parallèle à un plan donné RpR^ (94). 


CINQUIÈME LEÇON. 


PROBLEME. 

108. Déterminer la courbe de contact dune surface 
de résolution (fig. 25) et d^un cône circonscrit dont le 
sommet b . U est donné. 

La courbe cherchée est le lieu des points de contact 
de la surface avec les plans tangents qu'on peut lui me- 
ner du point donné. On répétera un certain nombre de 
fois la construction indiquée précédemment (97) pour 
déterminer sur un parallèle donné nirl (fig. 25) le 
point de contact Ll de la surface avec un plan tangent 
mené par le point b.U^ en ne considérant que les paral- 
lèles compris entre les parallèles extrêmes projetés en 
^g\^ ^^1? et déterminés comme il a été dît précédem- 
ment (98). 

Comme il faut déterminer un certain nombre de 
points^ il convient d'employer la construction indiquée 
§ 99 pour mener les plans tangents ; car alors les tan- 
gentes menées aux bases des différents cônes passant tou- 
tes par un même points les points de contact avec les 
bases seront projetés horizontalement sur une même cir- 
conférence ayant pour diamètre la droite ob qui joint 
la projection horizontale b du point donné au pied o de 
Taxe^ centre commun des projections de toutes les bases. 

Au lieu de déterminer des points de la courbe situés 
«ur des parallèles, on peut employer la construction in- 
diquée § 101 pour déterminer des points situés sur des 
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méridiens^ en ne considérant que les méridiens compris 
entre les méridiens extrêmes construits comme il a été 
dit au § 1 02. 

PROBLÈME. 

109. Déterminer la courbe de contact dune surface 
de révolution (fig. 25) et dun cylindre circonscrit pa- 
rallèle à une droite donnée p^^ PY' 

• 

La courbe cherchée est le lieu des points de contact de 
la surface avec les plans tangents qu'on peut lui mener 
parallèlement à la droite donnée. On répétera un certain 
nombre de fois la construction indiquée précédemment 
(103) pour déterminer le point de contact/./' (fig. 25) 
situé sur un parallèle donné mlrly en ne considérant que 
les parallèles compi;is entre ceux qui sont menés par les 
points projetés en // et p\ déterminés comme il a été 
dit précédemment (104). 

Comme la construction indiquée (1 03) n'est pas appli- 
cable aux parallèles voisins de Téquateur, il convient 
d'employer la construction modifiée indiquée au § 1 05, 
en ayant soin de prendre le même point de l'axe pour 
sommet commun de tous les cônes auxiliaires ; de cette 
manière, comme dans le cas du cône circonscrit, les gé- 
nératrices de contact auront leurs projections horizon- 
tales déterminées par des points de contact tous situés 
sur une même circonférence ayant pour diamètre la 
droite oh qui joint le pied de l'axe à la trace horizon- 
tale h de la parallèle à la droite donnée menée par le 
sommet commun o.tf. 

Au lieu de déterminer des points de la courbe situés 
sur des parallèles, on peut employer la construction in- 
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dîquée (i 07) pour déterminer des points situes isur ides 
méridiens. 


110. Généralisation de la méthode exposée pour dé^ 
terminer le point de contactât une surface de résolution 
et dun plan tangent passant par un point donné ou 
parallèle à une droite donnée^ lorsque le point de con- 
tact doit être situé sur un parallèle ou sur un méridien 
donné. 

Supposons que Ton donne une courbe quelconque A 
(fig. 28) tracée sur une surface quelconque B et que 
l'on demande de mener à la surface B un plan tangent 
passant par un point donné M et tel que le point de con- 
tact soit situé sur A. 

Soient une surface quelconque C circonscrite à la sur- 
face B suivant la courbe A^ et D la courbe de contact de 
la surface C avec le cône circonscrit dont le sommet est 
en M ; tout .point G conunun à D et à A sera le point 
de contact d'un plan tangent satisfaisant à la question; 
en effet, en ce point, la surface B, la surface C et le 
cône circonscrit à C ont même plan tangent, et ce plan 
tangent commun passe par le point M qui est le sommet 
du cône. 

A\\. Si l'on demandait sur Aie point de contact de 
la surface B avec un plan tangent paraître à une droite 
-donnée, on opérerait comme dans le cas précédent en 
remplaçant la courbe de contact D de la surface B avec 
un cône circonscrit par la courbe de contact de cette 
même surface avec le cylindre circonscrit parallèle à la 
droite donnée. 
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fi 2. Dans les exemples traites précédemment, la 
surface B est tme surface de révolutîon, la courbe A e^ 
un parallèle ou un méridien, la surface G est le cône on 
le cylindre circonscrit et la ligne de contact D 'se com- 
pose des génératrices de contact. 

- Nous allons Toir que, lorsqu'il s'agît d'une surface de 
révolution, on peut employer avec avantage des sphères 
tangentes suivant des parallèles pour déterminer la 
couiiie de contact de cette surface avec un cylindre cir- 
conscrit parallèle à une direction donnée. 

H3. Soient A ..A' (fig. 29) une surface de révolutioUv, 
MN.M'N' un parallèle sur lequel on veut déterminer 
le point de contact de la surface avec un plan tangent 
parallèle à une droite ab^dU\ construisons le centre 
O. (y de la sphère tangente à là surface suivant le .paral- 
lèle donné en menant la normale M'C/ au point M' du 
parallèle situé sur le méridien principal , et déterminons 
la projection verticale VI de la circonférence de contact 
de cette sphère avec le cylindre circonscrit parallèle à 
ah.dU (I'" partie, 175); les points QJ^ et C, communs à 
ly et à M'N^ sont les projections verticales de deux points 
qui satisfont à la question (111); on en déduit les pro- 
jections horizontales G^ et G^i situées sur la projection 
•horizontale MN du parallèle considéré ^ 

\ \ 4. On peut répéter cette construction pour autant 

1. A la projection Terticale G'i corresponcl une seule projection ^»- 
Eizontale Gi , parce que le point considéré appartient A la oourhe de 
contact projetée yerticalement en D' et que le point de cette courbe 
projeté en G'i est situé sur la moitié postérieure de la sphère. De m^me à 
la projection verticale G'g correspond un€ seule projection horizontale Gj, 
pnce que le point correspondant de l'eqpaoe est situé sur la moitié 
intérieure de la sphère. 


/ 
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de parallèles que Ton veut; mais il sera inutile de faire 
chaque fois la construction de l'ellipse qui donne les 
points situés sur le parallèle correspondant, En effet, 
toutes les sphères peuvent être considérées comme des 
surfaces homothétiques ^ les lignes de contact de ces ; 

sphères avec des cylindres circonscrits parallèles à une | 

même droite sont projetées verticalement suivant des 
ellipses homothé tiques, de sorte que Tune d'elles étant 
construite peut donner les points homologues à tous les 
points cherchés. 

Supposons (fig. 30) que l'on ait construit dans une 
position quelconque la projection verticale dni d'une 
sphère et la projection â de la circonférence de contact 
de cette sphère avec le cylindre circonscrit parallèle à 
ah . ciU j on pourra , au moyen de cette figure, construire 
les points G'^ et G', de la figure 29, sans qu'il soit néces- 
saire- de construire l'ellipse 1/. En effet, par le centre 
o'^menons'le rayon dni parallèle à CKM' et par m', irtri 
parallèle à WCN', ni ri sera la projection verticale du 
parallèle homologue à celui qui est projeté en M'N' et les 
points ^i , ^, de rencontre avec dl les points homologues 
aux points cherchés G'^, G',; pour déterminer ces der- 
niers points, il suffit donc de mener les rayons c/^j, d^^ 
et par Ql les parallèles ÇIG^ et QlQf\ à ces rayons. 

H5. Djèfinition. On appelle tore la surface de révo- 
lution engendrée par une circonférence qui fait une révo- 
lution autour d'une droite située dans son plan *• 

Nous allons appliquer la construction précédente à 

1. On étend quelquefois le nom de tore à quelques surfaces de révolu- 
tion engendrées par quelques courbes particulières, comme une ellipse, 
une oyale de Cassini, etc. 


GÉOMÉTRIE DESCRIPTIVE. 61 

la détermination ck la courbe de contact dun tore 
avec un cylindre circonscrit parallèle à une droite 
donnée. 

Soient o.d:i (fig. 31) les projections de l'axe du tore, 
mn.niri celles de la circonférence génératrice située dans 
le plan du méridien principal^ et ab.db celles de la 
droite donnée. Proposons-nous de déterminer^ sur un 
parallèle projeté verticalement en p(f^ les points qui 
appartiennent à la courbe de contact du tore avec le 
cylindre circonscrit parallèle à ab.dUy c'est-à-dire les 
points de contact du tore avec des plans tangents paral- 
lèles à cette droite. 

Prenons pour centre de la sphère auxiliaire (114) le 
centre même o,d A\x tore et pour son rayon celui de la 
circonférence génératrice. Soit V/ Tellipse projection 
verticale de la circonférence de contact de cette sphère 
avec le cylindre circonscrit parallèle à ab.db. Si l'on 
applique la construction ordinaire (114) pour déter* 
miner, sur cette sphère, le parallèle P'Q' homologue à 
j^ffj il est facile de reconnaître que PQ' coïncide en 
direction avec//gf', puisque l'extrémité F du rayon OP' 
égal et parallèle à c/// est sur la parallèle ]J^ à c'o'; les 
points G'j, G', de rencontre de P'Q' avec VI sont donc 
les points homologues aux projections verticales des 
points de contact cherchés; en joignant c/G', c/G', et 
menant à ces rayons des parallèles é^^ , é^^ par la pro- 
jection verticale é du centre de la sphère circonscrite 
suivant le parallèle //^^ on a les projections verticales 
^1, ^, des deux points de la courbe de contact situés 
sur le parallèle projeté en fi(l. 

116. Le plan horizon tal/Z^r' détermine dans le tore un 
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second parallèle de diamètre^jÇ^i situé sur l)a partie intsé* 
rîeuiw delà surface, La eonstructioa précédente donne im- 
médiatement les points de la courbe de contact situés sur 
ce second parallèle ; car,, après avoir construit le centre é^ 
de la sphère cbconscrîte suivant /i^,^^ , il suffit de mener 
é^^ parallèle à dO!^ et ^y', parallèle à c/C, ; les points 
T^i ^ lit ^^ rencontre de ces* parallèles avec jf^(^^ sont les 
projections verticales des points cherchés situés sur ce 
parallèle. Il est facile de vonr^ en effets que si Ton applique 
lai méthode générale, on, trouve sur la sphère auxiliaire 
cximme parallèle homologue ^ff^^i le pacallèle F'Qf^ sy- 
métrique de FQ' par rapport aii centre, et les points 
G"^ , Ct\ qu'on obtient sont symétriques de G\ et C, par 
rapport k d'i les droite» dGf^ ^tdCf^ donnent donc les 
directions auxqueHes il faut mener des parallèles par d^ 
pour déterminer les points y^, y,. On voit que la ligne 
de contact se compose de deux parties: l'une^ située sur 
la surface externe, engendk^ée par la demî-circoafêrence 
fnJ/é cpî présente sa concavité à Taxe,^ Tautre, »tuée sur 
la sur£sice interne, engendrée par Tautre moitié de la cir- 
cooférence génératrice*, qui présente à Faxe sa convexité. 

117* Le mode de construction montre immédiatement 
que Ton n'obtiendra pi us de points de la courbe de con- 
tact , lorsque ta projection verticale^ dii parallèle consi- 
déré ne rencontre plus ly; si donc on mène à I>des 
tangentes parallèles à la ligne de terre , ces tangentes 
seront aussi tangentes à k projection verticale de cfaa- 
eaofe des- deux parties de la' courbe de contact. On obtient 
facilement les points de contact, situi»^ sur les projections 
verticales de ces parallèles : il suffît de leur appliquer la 
construction générale. 
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1t^. Si Ton cherche les points situés surlapnojeetîoii 
'^KFticale di de l'axe, oa remarquera que si l'oa mène 
\t!s parallèles tant de la partie exteriid que de la partie 
intierae^ dont les traces verticales passent par/^et/^ points 
de rencontre de di avec Vlj la construction générale 
donne ces pobrts î et / eux-mêmes pour' projections 
verticales des points situés sur les deux courbes; ces 
points t et / sont donc des points doubles de la projec^- 
tion verticale de la courbe de contact» 

1 1 9* Si Ton mène des tangentes parallèles à dU au 
contour apparent vertical, ces droites sont Ié9 traces ver* 
ticales de plans tangents à la surface parallèles à eà . di); 
les quatre points de contact 1 \ Ty df, Af aipfaLVÛeanejaA 
donc à la projection verticale cherchée ; en ces points, la 
j»*ojection verticale de la courbe; est tangente aa contouv 
apparent. (37.) 

120. Les points ^,^|,T^,i'|,.situés5urréqiiateuretpour 
lesquels la construction générale est en défaut, peuvent 
être obtenus d'une numièire très-simple au notoyen. des 
points homologues V.V^ sitoés sur ly; il suffît pour 
chacun 4'eux de construire une quatrième proportion- 
nelle à trois lignes connues; mais il est plus simple de 
déterminer ces points au moyen de leurs projections 
horizontales t,t^y t,t^ déterminées sur le plan horizontal 
comïSÊe les points i^, ^, 3f^ 4^ du contour appiyrent sur le 
plan vertical, au moyen des tradès des plans verticaux 
tangents parallèles à ab. 

121 . Pour déterminer la projection horizontale de la 
courbe de contact, on pourrait construire les projection 
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horizontales d'un certain nombre de parallèles et en dé- 
duire les projections des points de la courbe situés sur 
ces parallèles et dont on connaît les projections verticales ; 
mais nous allons donner une construction beaucoup plus 
rapide pour déterminer directement cette projection *. 

Considérons la circonférence méridienne projetée sui- 
vant ih; la sphère construite sur cette circonférence 
comme grand cercle sera inscrite dans le tore^ car en tout 
point de cette circonférence^ le plan tangent à la sphère est 
perpendiculaire au méridien et contient la tangente à la 
méridienne^ il est donc aussi tangent au tore (80) ; nous 
pouvons donc appliquer ici la méthode générale indi- 
quée précédemment (111-113). Prenons pour centre de 
la sphère auxiliaire (113) le centre du tore et pour son 
rayon celui de la circonférence génératrice; soit D l'el- 
lipse projection horizontale de la circonférence de Con- 
tact de cette sphère avec le cylindre circonscrit parallèle 
à ab.clU. Le méridien homologue à ih est IH^ qui a sa 
trace horizontale dirigée suivant la même droite; les 
points U et V de rencontre de IH avec D sont les points 
homologues aux points cherchés ; et ^ comme ici les 
sphères sont identiques, il suffit, pour avoir ces derniers 
points, déporter sur ihdi partir du centre cd la longueur 
oU ou oY de cd en a et de cd en ^/ £^ et f^ sont les points 
cherchés. 

1 22. Remarque. Si aux deux lignes égales w^^, oV on 
ajoute une même longueur Vw, on obtient wt^ -j- Vw =;.. 
oV -|- \iù ou \if z=zoiù\ on a de même ov = tùu et par 
suite c> V -|- ow = cow -)- ow ou i/U = otù. On voit donc 

1. Cette méthode si simple et si élégante est due à M. Mannheîm. 
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;p'on obtient les points de la projection horizontale en 
menant des droites par le point o et en portant sur ces 
droites de part et d'autre des points de rencontre avec 
l'ellipse D une longueur constante égale à où>^ distance 
du centre de la circonférence génératrice à l'axe. 

Cette construction montre que la projection horizon- 
tale de la courbe de contact est une conchoîde d'ellipse. 

123. Distinction des parties çues et des parties ca- 
chées d'une courbe tracf/e sur la surface dun tore. 

Tout point de la surface vu en projection horizontale 
est situé sur la moitié supérieure de la surface^ et par 
suite a sa projection verticale située au-dessus de la pro- 
jection verticale mW^ de l'équateur; les portions de 
courbes projetées verticalement suivant /r'4'//, T/2Vt' 
doivent donc avoir leurs projections horizontales tkt^^ 
Tj2t représentées en lignes pleines ; les parties complé- 
mentaires de ces courbes qui correspondent à des parties 
cachées doivent être représentées en ponctué. 

Tout point de la surface vu en projection verticale 
est situé sur la moitié antérieure de la surface externe 
engendrée par la demi-circonférence cm, fniU et, par 
conséquent, a sa projection horizontale dans la demi- 
couronne circulaire m^mfi^c, projection horizontale de 
cette partie de la surface ; la seule partie de la courbe de 
contact vue en projection verticale est donc celle qui a 
pour projection horizontale 1 /j4 ; sa projection verticale 
1'//4' est donc le seul arc de la projection verticale oui 
doive être figuré en ligne pleine. 

124. Mener par une droite donnée un plan tangent 
à une surface de résolution. 

5 
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Si l'on cîrconscrit à la surface de révolution un cône 
ayant pour sommet un point quelconque de la droite 
donnée, tout plan mené par la droite tangentiellement à 
ce cône satisfera à la question , et son point de contact 
avec la surface sera situé sur la courbe de contact de la 
surface avec ce cône circonscrit ; tout point de contact 
d'un plan tangent à là surface est donc situé sur les 
courbes de contact de la surface avec tous les cônes cir- 
conscrits ayant pour sommets des points de la droite; 
si donc on construit deux quelconques de ces courbes , 
leurs points communs seront les points de contact des 
plans tangents cherchés. On peut aussi déterminer un 
plan tangent satisfaisant à la question en menant par la 
droite donnée un plan tangent à l'un quelconque des 
cônes circonscrits; pour mener ce plan tangent^ si la 
courbe de contact n'est pas plane^ on prendra pour base 
de ce cône son intersection avec un plan ; le point de con- 
tact cherché sera le point commun à la génératrice de con- 
tact et à la courbe de contact du cône avec la surface. 

125. Au point de vue de l'exécution, cette solution 
est très-compliquée ; on la simplifie en cherchant a 
priori des parallèles assez rapprochés entre lesquels sont 
situés les points de contact ; on ne construit alors que 
les portions de courbes de contact comprises entre ces 
parallèles. 

Voici sur quelle remarque est basée cette recherche : 
si l'on coupe une surface et son plan tangent par des 
plans parallèles équidistants et infiniment rapprochés, 
deux de ces plans passant par l'élément de contact con- 
sidéré comme im élément plan infiniment petit commun 
à la surface et au plan tangent coupent le plan tangent 
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suivant deux droites parallèles tangentes aux sections 
correspondantes de la surface. Si donc il était possible 
de couper la surface et la droite par une infinité de 
plans horizontaux infiniment rapprochés, en menant res- 
pectivement les tangentes aux courbes d*intersection par 
les points de rencontre de ces plans avec la droite don- 
née , chaque système de deux tangentes voisines paral- 
lèles déternunerait un plan tangent; comme il est im- 
possible de mener toutes ces tangentes, on remarquera 
qu'au point de contact l'angle des projections des tan- 
gentes voisines avec la projection horizontale de la droite 
reste constant et, par conséquent, l'angle variable de la 
tangente avec la projection horizontale passe par un 
maximum ou un minimum. 

Soient A. A' (fig, 32) une surface de révolution et 
ab, dbf une droite donnée; menons des plans horizon- 
taux équidistants qui coupent la surface suivant les paral- 
lèles ayant pour projections horizontales les circonfé- 
rences 1,2, 3, 4, 5, 6 et la droite aux points projetés 
horizontalement enC|, c,, c,, c^jC,, c^\ par les points de la 
droite menons dès tangentes aux parallèles correspon- 
dants de la surface ; si l'on observe les angles formés par 
ces tangentes avec ab^ on voit que cet angle diminue de- 
puis é/g (?g a jusqu'à d^ c^ a pour augmenter ensuite ; il 
y a donc un minimum correspondant à une tangente 
comprise entre c^ d^ et c^d^\ il y a donc un point de con- 
tact sur un parallèle compris entre les parallèles 3 et 5. 

126. Ces problèmes peuvent être résolus d'une ma- 
nière beaucoup plus simple, quand les surfaces de révo- 
lution considérées sont du second degré, en s' appuyant 
sur des principes de géométrie analytique dont nous 
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allons rappeler les énoncés et pour les aémonstrations 
desquels nous renverrons le lecteur à l'excellent ouvrage 
de MM. Briot et Bouquet. 

1 • Toute section plane d'une surface du second degré 
est une ligne du second degré et par suite la projection 
de cette ligne sur un plan quelconque est une ligne du 
second degré. 

2* La courbe de contact d'une surface du second degré 
et d'un cône ou d'un cylindre circonscrit est plane et par 
suite du second degré. 

3* Si deux surfaces du second degré ont une courbe 
plane commune, ces surfaces se coupent suivant une 
seconde courbe plane. 

4* Deux surfaces du second degré qui ont même plan 
tangent en deux points communs se coupent suivant des 
courbes planes, et l'intersection des plans de ces courbes 
est la corde qui joint les points de contact. 

Par suite deux surfaces développables du second degré 
(cônes ou cylindres) qui ont même plan tangent suivant 
une génératrice commune se coupent suivant une courbe 
planée 

5* L'intersection de deux surfaces du second degré 
qui ont un plan de symétrie commun se projette sur un 

plan quelconque parallèle à ce plan de symétrie suivant 

une courbe du second degré. 

6* Les intersections d'une surface du second degré par 
des plans parallèles sont des courbes homothétiques dont 
les projections sur un plan quelconque sont par consé- 
quent bomothétiques. 


1 

ë 
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1 27. Déterminer la courbe de contact dune surface 
de réi^olution du second degré açec un cône circon^ 
scrit dont le sommet est donné. 

Supposons d'abord le sommet donné a.d (fig. 33) si- 
tué dans le plan du méridien principal de la surface 
donnée A. A'; si Ton mène par d deux tangentes drri^ 
dd à la projection verticale A' de ce méridien, les points 
de contact rd^ d appartiennent à la projection verticale 
de la courbe cherchée; or cette courbe est plane (126- 
2^) y elle est symétrique par rapport au plan du méridien 
principal, son plan est donc perpendiculaire au plan 
vertical de projection et par suite sa projection verticale 
est la droite nid. 

On pourrait obtenir par points sa projection horizon* 
taie, mais on peut remarquer que la projection horizon- 
tale mn du diamètre projeté en rdd est un axe de cette 
projection , le second axe perpendiculaire à mn au 
point o milieu de cette droite est la projectiodhorizon- 
taie d'une corde de la surface projetée verticalement au 
point d milieu de nid ; le parallèle qui contient cette 
corde est projeté verticalement suivant éf^ horizontale- 
ment suivant la circonférence ef\ la perpendiculaire me- 
née de à om et limitée aux points k^ et k de rencon- 
tre avec cette circonférence donne le second axe de la 
projection horizontale *. 

128. Si le point donné n'est pas situé dans le plan du 

1. Nous n'avons pas construit cette ellipse qui est déterminée par ses 
deux axes. Si on la construisait, il conyiendrait de déterminer les points 
projetés sur le contour apparent horizontal. Ces points sont projetés 
verticalement en X au point de rencontre de nin' arec la projection ver- 
ticale de Téquateur. La partie de cette courbe projetée en iV serait Tue 
en projection liorizoctale, le reste serait caché. 
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méridien principal, on Vy ramène d'abord par un mou- 
vement de rotation, on construit comme dans le cas pré- 
cédent les deux axes de la projection horizontale dans 
cette nouvelle position et Ton cherche ce que deviennent 
ces axes, quand la figure reprend sa première position. 
On construit ainsi la projection horizontale de la courbe 
et on en déduit la projection verticale *• 

129. On résout d'une manière tout à fait analogue 
le problème suivant : 

Déterminer la courbe de contact dune surface de 
révolution du second degré avec un cylindre circonscrit 
parallèle à une droite donnée. 


PROBLEME . 

130. Mener par une droite donnée ab.dU (fig. 33) 
un plan tangent à une surface de révolution du second 
degré k, M. 

Prenons pour sommet d'un cône circonscrit à , la 
surface le point a .d ,o\i la droite donnée ah,dV ren- 
contre le plan du méridien principal; la courbe de 
contact de ce cône et de la surface est projetée verti- 
calement suivant la droite nfiri (127) ; le plan tangent 

1 . Il n*est pas toujours facile de déterminer les axes de la projection 
d*une courbe du 2'' degré sur un plan quelconque ; mais on peut du 
moins simplifier la construction de celte projection en observant que sur 
un plan de projection quelconque la projection d'un diamètre partage 
en deux parties égales les projections des cordes qui lui sont conjuguées^ 
et que par suite les projections de deux diamètres conjugués d'une courbe 
du second degré sur un plan quelconque sont des diamètres conjugués 
de la projection de la courbe. 
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demandé est le plan tangent mené par ab . dU au cône 
ainsi déterminé. 

Pour construire ce plan on pourrait déterminer la 
projection horizontale de la courbe de contact, consi- 
dérée comme base du cône, et lui mener une tangente 
par la projection horizontale du point où le plan de cette 
base est rencontré par ab,dV\ mais on peut éviter la 
construction de l'ellipse , projection horizontale de cette 
base^ en opérant de la manière suivante; au lieu de 
prendre pour base du cône la courbe de contact, on 
prend une courbe de ce cône, projetée horizontalement, 
suivant le contour apparent A ; une courbe satisfaisant à 
cette condition est projetée verticalement, suivant la 
droite //§'', qui joint deux points // et (f où les tan- 
gentes dniydri rencontrent les tangentes à^ ydt à A' 
perpendiculaires à la ligne de terre. En effet, le cône cir- 
conscrit que nous considérons touche la surface suivant 
une courbe projetée en idd ; le cylindre vertical cir- 
conscrit touche cette même surface suivant Téquateur , 
projeté en éd. Soit i le point de rencontre de nfd et 
éd ; à cette projection verticale i correspondent deux 
points de l'espace, commims à la surface de révolution, 
au cône et au cylindre , et en chacun de ces points les 
trois surfaces ont même plan tangent; le cône et le cy- 
lindre ont donc deux plans tangents communs, et par 
suite se coupent suivant deux courbes planes (126 V) 
qui, dans le cas actuel, sont symétriques par rapport au 
plan du méridien principal, et, par conséquent, pro- 
jetées verticalement suivant des lignes droites; les 
points l^j^jf^x^i de rencontre des projections verticales 
des génératrices du cône et du cylindre, Situées dans le 
plan du méridien principal, sont des points de ces lignes 


72 CËOMETRIE DESCRIPTIVE. 

droites ; en les joignant en croix^ on a les projections 
verticales //g^,//,ç^i de ces deux courbes*. 

Nous avons fait usage ici de la base projetée suivant 
]^(f qui donne des constructions plus commodes que la 
base projetée tnfl^djf^^ la droite ab.clU rencontre le plan 
de celte base au point r./ ; une tangente menée de ce 
point à la base a sa projection horizontale rh tangente à 
A ; sa projection verticale est p^c/ ; le plan PaP, de cette 
tangente et de ah.db est un plan qui satisfait à la ques- 
tion. 

Pour déterminer le point de contact de ce plan tan- 
gent, on mènera la génératrice de contact aludli avec 
le cône circonscrit, et l'on prendra le point v,\J de ren- 
contre de cette génératrice avec la courbe de contact 
projetée en niti\ le point i/.^ est le point de contact 
cherché. 

La seconde tangente f\y menée de r à A, donne un 
second plan QPQi qui satisfait également à la question. 

131 • Cette solution est encore applicable quand la 
surface du second degré n'est pas de révolution, pourvu 
qu'elle ait un plan principal parallèle à Tun des plans 
de projection. 

132. Application de la solution précédente au cas 
ou la surface du second degré est une sphère. 

Soient <?.c/ (fîg.34) la sphère et «è.a'^ la droite données, 

1. Il faut joindre en croix les points de rencontre des génératrices, 
car deux points situés sur une même génératrice ne peuyent appartenir 
au plan d'une courbe commune à moins que cette génératrice ne soit 
située tout entière sur les deux surfaces ; du reste, les projections verti • 
cales de ces courbes doivent passer par i\ 
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cette droite rencontre le plan du méridien principal en 
a.d; le cône circonscrit ayant ce point pour sommet et 
le cylindre vertical circonscrit se coupent suivant des 
courbes planes dont Tune est projetée verticalement 
suivant //^ horizontalement suivant la circonférence o; 
le plan de cette courbe est rencontré par ab.dU au point 
r./y les deux tangentes rh.fJ^^i rh^.jJ^ menées de ce 
point à la base déterminent^ avec ab.aWy les deux plans 
tangents PaP^, QPQj. 

133. Mener un plan tangent à un ellipsoïde à trois 
a^jces inégaux par un point de la surface \ 

Soient ab.dV (fig. 35) le grand axe de Tellipsoïde 
parallèle à la ligne de terre, o.dd! un second axe verti- 
cal,^/! c/ le troisième perpendiculaire au plan vertical, 
et rri la projection verticale du point de la surface par 
lequel on se propose de mener le plan tangent. 

Nous mènerons par le point donné deux lignes de la 
surface projetées verticalement suivant des lignes droites, 
horizontalement suivant des circonférences, le plan des 
tangentes à ces deux lignes au point considéré sera le 
plan tangent cherché. 

Pour construire ces lignes, nous remarquerons que 
tout plan mené par Taxe perpendiculaire au plan verti- 


1. Noos ayons cru deyoir donner quelques notions relatives à 
cette surface, bien qu'elle ne soit pas spécifiée d'une manière explicite 
dans le programme, parce qu'elle fait partie du cours de géométrie ana- 
lytique et que les élèyes peuvent être appelés naturellement à appliquer à 
une surface qui doit leur être familière les principes généraux exposés 
dans le cours de fféométrie descriptive. C'est ainsi que dans le concours 
d'admission à l'École polytechnique de 1855, des candidats ont dû faire 
l'épure de l'intersection d'un tétraèdre régulier et d'un ellipsoïde à trois 
axes inégaux. 
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cal coupe ^ellipsoïde suivant une ellipse qui a un axe 
projeté horizontalement suivant efy si le second axe de 
la projection horizontale est égal à efy cette projection 
sera une circonférence ; prenons donc sur ah de part et 
d'autre du point o des longueurs oe^^ oe^ égales au demi- 
axe ocj et menons par e^ et e, des perpendiculaires à la 
ligne de terre qui rencontrent en é^ et é^ le contour ap- 
parent vertical; les plans perpendiculaires au plan ver- 
tical, menés suivant é^ et é^ ^ coupent Tellipsoîde suivant 
des ellipses projetées horizontalement suivant des cir- 
conférences; les projections horizontales de toutes les 
sections faites par des plans parallèles à ceux-là seront 
donc des circonférences. (126-5®) Menons par rd une 
parallèle tp^idé^^ le plan perpendiculaire au plan verti- 
cal conduit suivant tf} coupe Tellipsoîde suivant une 
ellipse dont la projection horizontale est la circonférence 
Ip; menons de même par ni la parallèle /iV à oV,, le 
plan perpendiculaire au plan vertical conduit suivant nV , 
coupe Tellipsoîde suivant une ellipse dont la projection 
horizontale est la circonférence nr. Les points m, m^ 
communs aux deux circonférences Ip^ nr sont les pro- 
jections horizontales de deux points de la surface pro- 
jetés verticalement en m. 

Considérons le point m,fri\ les tangentes menées 
par ce point aux deux courbes considérées sont 
projetées Tune suivant mh . ni H , l'autre suivant 
mk.niU\ le plan PaP^ de ces deux droites est le plan 
demandé. 

134. Mener à un ellipsoïde à trois axes inégaux par 
un point extérieur un plan tangent dont le point de 
contact soit situé sur une section horizontale donnée. 


/ 
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Soient s, s! (fig. 35) le point donné et (/if la trace 
verticale du plan qui doit contenir le point de contact; 
ce plan coupe l'ellipsoïde suivant une ellipse, et les tan- 
gentes , menées par tous les points de cette ellipse aux 
sections faites par des plans passant par l'axe vertical , 
rencontrent cet axe en un même point projeté verticale- 
ment en (/; car toutes ces ellipses d'intersection ayant un 
axe commun égal à dcP, les tangentes menées par les 
points qui ont même projection sur cet axe le rencon- 
trent au même point; donc tout plan tangent à l'ellipsoïde, 
qui a son point de contact sur ^t\ est tangent au cône 
circonscrit dont le sommet est o, if ; la question revient 
donc à mener à ce cône un plan tangent par le point 
donné s.J, Pour simplifier les constructions, au lieu de 
prendre pour base du cône l'ellipse projetée suivant ^^^ 
et semblable à l'ellipse principale horizontale, nou^ 
prendrons la section homothétique projetée en lés!^ et 
dont l'un des axes est égal à aé, de sorte que cette base 
est projetée en vraie grandeur suivant le contour apparent 
horizontal. La droite qui joint le point ^.^^ au sommet 
oV rencontre le plan de cette base au point i.i; la tan- 
gente ig'H^y menée de ce point à la base, est une hori- 
zontale du plan cherché ; il est donc facile de construire 
les traces Pa, aPj de ce plan déterminé par celte horizon- 
tale et le point s .J. 


SIXIÈME LEGON. 

PLANS TANGENS A L'HYPERBOLOÏDE DE RÉVOLUTION. 

135. Nous n'avons considéré jusqu'ici que des sur- 
faces de révolution déterminées par un méridien ; on 
peut facilement revenir à ce cas quand la génératrice de 
la surface est une courbe tout à fait quelconque. 

Soient A. A' (fig. 36) la génératrice eio.o£ Taxe de 
la surface de révoliJition ; considérons le parallèle en- 
gendré par un point quelconque bM de cette courbe; ce 
parallèle rencontre le plan du méridien principal en 
deux points p.p', P^-P^; si Ton répète cette construction 
pour un certain nombre de points, on obtiendra deux 
courbes projetées verticalement en aYP'^' et «'y/pA' 
telles que chacune en tournant autour de Taxe engen- 
drera la même surface que la directrice proposée. 

136. Le point d.d^le plus éloigné du plan horizon- 
tal de projection engendre le parallèle le plus élevé M^^é 
yd'è\ ; de même^ le point a.dle plus rapproché du plan 
horizontal engendre le parallèle inférieur aa»^. oldJy 

137. Le point c.d^.le plus rapproché de Taxe et que 
l'on obtient en menant du pied o de Taxe une normale 
oc à la projection horizontale A de la génératrice en- 
gendre le parallèle minimum YYiYï'i ^^'^^ appelle 
cercle de gorge. 

Il y a autant de parallèles minima ou maxima qut. 
Ton peut mener de normales du pied de Taxe à la pro- 
jection horizontale de la génératrice. 
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Dans le cas de notre épure où la directrice est arrêtée 
brusquement aux points a,d ^d.d^ les parallèles engen* 
drés par ces points sont des parallèles maxima. 

138. Le point m. ni où A. A' rencontre le plan du 
méridien principal est un point de la méridienne cher* 
chée ; en ni la projection verticale de la mécidienne est 
tangente à A', car ti^^V est un arc du contour apparent 
vertical de la surface, et A' la projection verticale d'une 
courbe tracée sur la surface. (37) 

139. Si Ton veut mener la tangente au méridien 
principal en un point quelconque ^.^^ il suffira de cher- 
cher Tintersection du plan du méridien principal avec 
le plan tangent à la surface au poini p.^^ 

Pour déterminer ce plan tangent nous mènerons d'a- 
bord celui qui est tangent à la surface au point h,B de 
la génératrice donnée située sur le même^parallèle que 
le point §.p' ; ce dernier plan a sa trace horizontale hk 
qui passe par la trace horizontale h de la tangente à la 
génératrice menée par le point h M et qui est perpen- 
diculaire à la trace horizontale ob du méridien de ce 
point. Si l'on fait tourner la figure de manière que le 
point 6.^' devienne ^.^^ le plan tangent en h.U devient 
le plan tangent en ^.^\ sa trace horizontale hk devient 
hji^ perpendiculaire à la ligne de terre et, comme dans 
cette position il est perpendiculaire au plan vertical» 
sa trace verticale \l^ est la projection verticale de la 
tangente cherchée. 

140. Surface de rés^olution engendrée par une ligne 
droite. 
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Considérons le cas particulier où la génératrice de la 
surface est une droite (fîg- 37) que nous représenterona 
dans la position A . A' où elle est parallèle au plan vertical 
de- projection; si l'on applique à un point quelconque 
m. ni de cette droite la construction indiquée (135) 
pour déterminer un point du méridien principal^ on ob- 
tient les points (jt. . jjl' et (/.^ . pi^'. 

Le point qui engendre le cercle de gorge est le point 
projeté horizontalement en c pied de la perpendiculaire 
menée du pied de Taxe sur A. (1 37) 

On peut remarquer que le rayon du cercle de gorge 
projeté en oc est la perpendiculaire commune à la géné- 
ratrice et à l'axe ; le point h trace horizontale de A . A' 
engendre la circonférence de rayon oh trace horizontale 
de la surface ; le point a de rencontre de cette circonfé- 
rence avec la trace horizontale du plan méridien donne 
un point du méridien principal projeté verticalement en 
d sur la ligne de terre. 

En répétant la construction générale un nombre de 
fois suffisant et en joignant les points obtenus, on ob- 
tient la projection verticale du méridien principal ; on 
démontre* que cette courbe est une hyperbole ayant 
pour axe transverse la projection verticale du cercle de 

1. Si l'on prend cVi pour axe des x et cV pour axe des /, od a 

y 2 s 

di=[jL'X'^fjLO = mo = y co + cm 

Si Ton désigne par r le rayon du cercle de gorge et par a Tangle de 
A «A' a^ec le plan horizontal, comme on a 

cm rr wTk^rriy cot a , 
cette éouation devient 

x^yjr^-^j^ cot' a, 
-où 7^* cot* a — «'-1-/^=0, 
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gorge et pour une de ses asymptotes la projection A' de 
la génératrice donnée ; la surface considérée est donc un 
byperboloïde de révolution à une nappe. 

141. Si Ton veut avoir les projections d'une généra- 
trice rectilîgne quelconque, on remarquera que toutes 
les génératrices restant à la même distance de Taxe qui 
est vertical leurs projections horizontales sont tan- 
gentes à une même circonférence de rayon oCj c'est-à- 
dire à la projection horizontale du cercle de gorge ; 
leurs traces horizontales sont d'ailleurs situées sur la cir- 
conférence trace horizontale de Thyperboloïde* 

On peut obtenir la projection verticale de chaque 
génératrice au moyen des projections verticales de deux 
de ses points, par exemple de sa trace horizontale 
et du point où elle rencontre le cercle de gorge; en 
employant le cercle de gorge, il importe de déterminer 
avec précision le point de contact de sa projection hori- 
zontale avec celle de chaque génératrice; pour éviter 
cette construction, il est préférable de construire les pro- 
jections d'un parallèle pq . f)^ de la surface engendrée 
par un point quelconque /• . r' de A . A' et de construire 
les projections verticales des points de rencontre de ce 
parallèle avec les génératrices. Ainsi, la génératrice pro- 
jetée horizontalement en bd rencontre ce parallèle au point 
d.à} Udl est la projection verticale de cette génératrice. 

Nous avons représenté ici l'hyperboloïde limité au 
plan horizontal de projection et au plan du parallèle pl^ 
en le supposant réduit à sa surface. 

142. Remarque I. La projection verticale de toute 
génératrice est tangente au contour apparent vertical de 
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la surface (37) et le point de contact est la projection 
verticale du point de rencontre de la droite avec le mé- 
ridien principal, point dont la projection horizontale est 
le point de rencontre de la trace horizontale du méri- 
dien principal et de la projection horizontale de la géné- 
ratrice considérée. 

143. Remarque IF. La génératrice A. A' parallèle au 
plan vertical ayant sa projection horizontale A parallèle 
à la trace horizontale du méridien principal, on voit que 
sa projection verticale A^ est une tangente au contour ap- 
parent vertical avec un point de contact situé à Tinfini, 
c'est-à-dire une asymptote à la courbe. 

^ 44. Double mode de génération de F hyperboloïde 
par une ligne droite. 

L'hyperboloïde que nous avons considéré peut être 
engendré par une seconde droite Aj.A'i (fig. 37) ayant 
même projection horizontale que la première et ayant sa 
projection verticale A'^ symétrique de A' par rapport à 
la projection verticale d£ de Taxe. 

En effet tout parallèle de l'hyperboloïde engendré 
par un point de l'une de ces droites coïncide avec un 
parallèle de l'hyperboloïde engendré par un point de 
l'autre. 

Soit par exemple le parallèle engendré par le point 
m.ni de A.A'j prenons sur A^.A'j le point m^.m\ situé 
dans le même plan horizontal que m.rrJ ; à cause de la 
symétrie on a c/72 = cm^ et par suite ow= om^ ; les paral- 
lèles engendrés par les points m.ni^ m^.rri^ ont donc 
même centre, même rayon et sont situés dans le même 
plan, ils coïncident donc. 
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145. Puisque chacune des deux droites A. A', AjA', 
engendre toute la surface, en chaque point de cette sur- 
face passe une génératrice de chaque système. 

146. Un observateur placé en hy trace horizontale de 
la génératrice A . A', et regardant le point c où A touche 
le 'Cercle de gorge voit ce cercle de gorge à sa droite ; 
s'il est placé en A^, trace horizontale de Aj . A'j, et s'il re- 
garde encore le point de contact c, il voit le cercle de 
gorge à sa gauche ; si chaque génératrice se déplace et 
si l'observateur reste toujours sur la trace horizontale 
pour toute génératrice du système A . A' (que nous ap- 
pellerons l*' système), il verra le cercle de gorge à sa 
droite ; pour toute génératrice du système Aj.A', (2* sys- 
tème), il verra le cercle de gorge à sa gauche. Cette con- 
sidération très-simple permet de ne jamais confondre les 
génératrices des deux systèmes* 

147. Nous avons représenté (fig. 38 et 39) le même 
hyperboloîde avec douze génératrices rectilignes ; sur la 
figure 38 ces génératrices appartiennent au premier sys- 
tème, sur la figure 39 elles appartiennent au second. 

Nous avons limité chaque surface à un parallèle supé- 
rieur plus petit que la trace horizontale de Thyperbo- 
loïde afin de faciliter la lecture en projection horizontale. 

148. Deuw génératrices dun même système nepeu^ 
i^ent être situées dans un même plan. 

Soient en effet deux génératrices quelconques ab.dlf^ 
cd.éd (fig. 38) du premier système; ces génératrices 
ne peuvent avoir de point commun qu'un point projeté 

6 
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korizontalemeat au poiat m commun à leurs projec- 
ikms horizontales ; or, pour la génératrice ah. db le 
point projeté en m est situé au-dessus du plan du cerde 
de gorge, pour la génératrice cd. dd le point projeté en 
m est situé au-dessous du même plan ; ces génératrices 
n^ont donc aucun point commun , elles ne sont pas 
parallèles, elles ne sont donc pas situées dans un même 
plan. 

Dans le cas ou les génératrices ont leurs projections 
parallèles, elles sont bien situées dans des plans verticaux 
parallèles , mais elles font avec le plan horizontal des 
angles égaux en sens opposés, elles ne sont donc pas 
situées dans un même plan. 

149. Deux génératrices de systèmes différents sont 
toujours situées dans un même plan. 

Soient en effet deux génératrices quelconques, Tune 
ab, dO (fîg. 38) du 1*' système et l'autre e/". éf du se- 
cond, soit g le point de rencontre de leurs projections 
horizontales; les points projetés en g sont situés tous 
deux au-dessous du plan du cercle de gorge, l'un à la 
distance gy A^ti (en appelant a l'angle des génératrices 
avec le plan horizontal) l'autre à la distance gi\%^ ; or 
gy:=zgt donc ces deux points coïncident. 

Dans le cas où les génératrices ont leurs projections 
parallèles, elles sont donc des plans verticaux parallèles 
«t font avec le plan horizontal le même az^le dans le 
même sens ; elles sont donc parallèles et par suke situées 
dans un même plan ^ 

1 . Toute droite tracée sur la surface de Phyperboloide appartient né- 
MSBftkeinent à Tua des deuxsYStèmes considérés \ car si Tou considère au 
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150. Remarque. Toute génératrice d'un système a 
une génératrice parallèle dans l'autre. 

1 51 • Les problèmes relatifs aux plans tangents à l'hy- 
perboloïde de révolution à une nappe peuvent se résou- 
dre en considérant l'hyperboloîde comme une surface de 
révolution quelconque ; mais à cause des propriétés par- 
ticulières de cette surface^ on peut donner de plusieurs 
de ces problèmes des solutions plus simples que nous 
allons exposer. 

152. Mener à un hjperboloide de réi^olution à une 
nappe un plan tangent par un point de la surface. 

Soit j^ (fig. 37) la projection horizontale du point 
donné dont la projection ^ peut être obtenue soit au 
moyen du parallèle qui passe par le point^soit au moyen 
de la projection verticale d'une génératrice rectiligne \ 
Les deux génératrices projetées horizontalement suivant 
les tangentes bg^ eg menées de ^ à la projection horizon- 
tale du cerde dégorge sont situées dans le plan tangent 
qui se trouve ainsi déterminé* La trace horizontale est la 
droite ée qui joint les traces horizontales des deux géné- 
ratrices. Il est facile d'en déduire la trace verticale ^^. 

153. Définition — cône asymptote^ 

Si par le centre o.€^ (fig. 39) d'un fajp^iiâloide de 

point quelconque de cette droite qui rencontre nécessairement deux gé- 
nératrices d*un même système, on voit que cette droite est la génératrice 
du second système qui passe par ce point, puisque par un point on ne 
peut mener qu'une droite qui s*a{^ie sur deux droites données. 

1. On voit qu*à chaque projection horizontale g correspondent les 
projections verticales de deux points de la surface ; nous n'avons consi* 
défé «pie le point ^ . ^' de la mi^pe inférieure. 
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révolution on mène des parallèles à toutes les génératri- 
ces rectilignes de la surface^ toutes ces parallèles faisant lé 
même angle avec le plan horizontal et par suite avec 
Taxe forment un cône de révolution qu'on appelle cô[}e 
asymptote de la surface. 

154. La génératrice de ce cône oLdH parallèle à 
A. A' a même projection verticale A' que cette droite. 
Par suite le rayon ol de la trace horizontale de ce cône 
est égal à ch et les cordes de la base de Thyperboloïde 
tangentes à cette base du cône sont égales au double de 
hlj c'est-à-dire au diamètre du cercle de goi^e. 

155. Toutes les génératrices du cône asymptote sont 
asymptotes de Fhyperboloîde de révolution. 

Soit en effet une génératrice quelconque du cône 
asymptote projetée horizontalement suivant ok (fig. 37), 
cherchons les points où cette génératrice rencontre la 
surface. Son plan vertical projetant coupe la surface 
suivant un méridien avec lequel il faut déterminer ses 
points de rencontre. Pour cela faisons tourner ce plan 
autour de l'axe de manière à le faire coïncider avec le 
plan du méridien principal ; la section sera alors projetée 
suivant le contour apparent vertical et la génératrice du 
cône suivant A' que l'on sait asymptoteàce contour(143). 
Toute génératrice du cône rencontre donc la surface de 
rhyperboloïde à Tinfini, c'est-à-dire lui est asymptote. 

1 56. Remarque. A chaque génératrice du cône asymp- 
tote correspondent deux génératrices rectilignes parallè- 
les de systèmes différents de l'hyperboloîde (150) ; il 
est facile^ connaissant une génératrice du cône, de con- 
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struire les génératrices parallèles de l'hyperboloïde et 
réciproquement , puisque les projections horizontales de 
ces trois génératrices sont parallèles^ celle de la généra- 
trice du cône passant par le pied de Taxe et celles des 
génératrices de Thyperboloïde étant tangentes à la pro- 
jection du cercle de gorge, 

1 57. Mener h un hyperholoîde de révoludon à une 
nappe un plan tangent parallèle à un plan donné. 

Pour déterminer le plan tangent^ il suffit de construire 
deux génératrices de systèmes différents parallèles au 
plan donné ; le plan de ces deux génératrices satisfera à 
la question , car il sera parallèle au plan donné et tan- 
gent à la surface au point de rencontre des deux droites. 

Pour construire ces deux génératrices, nous cherche- 
rons d'abord les deux génératrices parallèles du cône 
asymptote; soitPaP^ (fig. 37) le plan donné; menons par 
le sommet o\ d du cône asymptote le plan Q^Q^ parallèle 
à PaP^; QpQi coupe le cône suivant les deux généra- 
trices projetées horizontalement en ok et ok^ et parallè- 
les à PaPj ; ces génératricîes sont parallèles aux généra- 
trices de Thyperboloïde qui déterminent le plan tangent 
cherché. On trouve deux couples de génératrices paral- 
lèles respectivement aux deux génératrices du cône et 
dont les projections horizontales sont Oy, 6Ç pour l'un , 
et tiùj 87r pour l'autre ; ces génératrices déterminent les 
deux plans RpR^ et SaS^ qui satisfont à la question et dont 
les points de contact sont les points projetés en et e de 
rencontre des projections horizontales des génératrices ^ 

1 • Il faut aToir soin de prendre les traces horizontales des génératrices 
de rhyperboloîde de manière que leurs pentes soient dans le même sens 
que celles des génératrices du cône. 
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158. Pour que le problème soît possible, îl faut que 
le plan mené par le sommet du cône parallèlement à 
PaPj rencontre le cône, c'est-à-dire que le plan donné 
fasse avec le plan horizontal un angle au moins égal à 
l'angle des génératrices avec ce plan. 

1 59. Tout plan mené par une génératrice dun hy- 
perboloïde de révolution est tangent à la surface. 

Soient bd, Ud (fig. 37) une génératrice quelconque et 
6e la trace horizontale d'un planmaié suivant cette géné- 
ratrice, ce plan est tangent. En effet, soit e le second point 
de rencontre de la trace he avec la trace horizontale de l 'hy- 
perboloïde ; menons par eune génératrice ef. éf de l'hy- 
perboloïde appartenant au système différent de celui de la 
génératrice hd . l)d ; ces deux génératrices se coupent en un 
point projeté horizontalement en g (1 49) ; la génératrice 
ef. éf a deux de ses points e et g.^ situés dans le plan 
considéré, elle y est située tout entière ; ce plan est donc 
le plan de deux génératrices de systèmes différents ; il est 
donc tangent et son point de contact est le point g. g 
commun aux deux génératrices ^ 

160. Sir la trace horizontale du plan mené suivant la 
génératrice considérée est tangente à la trace de l'hyper- 
boloide, le plan de cette tangente et de la génératrice qui 
est elle-même sa tangente est un plan tangent. 


1. On peut démontrer ce principe en observant que toute section plane 
dHrne sniface de second degré étant du second degré, si le plan considéré 
a une première droite commane avec Phyperboloïde, il le coupe suivant 
une seconde droite. 
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161 . Si la génératrice donnée et la génératrice qae 
l'on obtient sont parallèles^ le point de contact est situé 
à rinfini et le plan tangent devient un plan asymptoti^ 
que. 

On remarquera que dans ce cas les points de contact 
des deux génératrices avec le cercle de gorge sont situés 
aux extrémités d'un même diamètre et que par suite k 
plan de ces deux droites passe par le centre qui est le 
sommet du cdne asymptote ; la trace horizontale de ce 
plan intercepte sur la trace de l'hyperboloïde une corde 
égale au diamètre du cercle de gorge et par suite est tan- 
gente à la trace du cône asymptote (1 54) ; ce plan est 
donc tangent au cône asymptote. 

Donc, tout plan asymptotique à Vhyperboloïde est 
tangent au cône asymptote ; on ferait voir tout à fait de 
la même manière que réciproquement tout plan tangeni 
au cône asymptote est un plan asymptotique à T hyper- 
holoîde. 

162. Déterminer la courbe de contact âHun hyper^ 
boloîde de reç^olution à une nappe ui^ec un cône cir^ 
conscrit dont on donne le sommet* 

Pour déterminer des points delà courbe de contact, on 
fera passer des plans par des génératrices et le sommcft 
donné ; chacun de ces plans sera un plan tangent (1 55), 
passant par le sommet donné , et son point de contact 
(1 59) sera un point de la courbe cherchée. 

163. On résoudrait d'une manière tout à fait ana- 
logue cet autre problème : Déterminer la courbe de 
contact (Tun h/perboloîde de révolution à une nappe 
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eu^c un cylindre circonscrit parallèle à une droite 
donnée^. 

THÉOBEAIE. 

164. Pour que par une droite ^ on puisse mener 
un plan tangent à un hyperholoîde de réifolution^ il 
faut que cette droite rencontre la surface y à moins 
qiieUe ne soit dans un plan tangent au cône asymp^ 
tiote et parallèle à la génératrice de contact. 

En effet, soîl AB (fig. 40) une droite par laquelle on 
suppose qu'on puisse mener un plan tangent à un hyper- 
holoîde de révolution, et soît M le point "de contact que 
nous supposerons d'abord à une distance finie. Les deux 
génératrices de la surface qui passent par ce point M 
sont situées dans le plan tangent ; la droite AB étant 
située dans un même plan avec ces génératrices qui se 
coupent en M rencontrera au moins Tune d'elles' ; elle 
rencontre donc la surface, puisque cette génératrice est 
située tout enlière sur l'hyperboloïde. 

Si le point de contact est à l'infini , les deux généra- 
trices du plan tangent sont parallèles; la droite AB située 
dans un même plan avec ces génératrices les rencontre 
généralement e.t, par suite, rencontre la surface en deux 
points ; il n'y a d'exception que dans le cas oii AB est 
parallèle à ces deux génératrices , mais alors ces généra- 

1. Les courbes de contact que Ton obtient dans ces deux cas sont des 
courbes planes (126-2o); il est facile de déterminer les plans de ces 
courbes et la question revient alors à déterminer Tintersection d*un hy- 
perboloîde et d'un plan (yoir plus loin 213). 

2. Dans ce cas si la droite passe par le point de rencontre des deux 
,|;énératrices, elle est tangente à la surface, et il n'y a qu'un seul plan 
tangent, à moins qu'elle ne coïncide avec Tune de ces géuératrices, alors 
fout plan mené suivant la droite est un plan tangent. 
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trices déterminent un plan asymptotique tangent au cône 
asymptote (161)^ et sont parallèles à la génératrice de 
contact ; il en est donc de même de ÂB qui leur est pa- 
rallèle *. 

PROBLÈME. 

165. Mener par une droite un plan tangent à, un 
hyperboloîde de réçolution à une nappe. 

Il suffit de déterminer un point de rencontre de la 
droite avec la surface et de construire les génératrices 
rectilignes qui passent par ce point ; chaque plan déter- 
miné par Tune de ces génératrices et la droite donnée 
satisfaite là question, car il est tangent (159) et il con- 
tient la droite. 

La recherche du plan tangent mené par une droite à 
un hyperboloîde de révolution à une nappe revient donc 
à la résolution du problème suivant : Déterminer les 
points de rencontre d'une droite et d*un hyperboloîde 
de révolution à une nappe. Nous résoudrons d'abord le 
problème suivant de géométrie : , 

1 66 . Déterminer les points de rencontre dune droite 
et dune hyperbole dont on donne tes asymptotes et un 
point. 

Nous considérerons trois cas suivant : 1 ® que la droite 
donnée coupera les deux côtés de l'angle dans lequel est 
situé le point ou ses deux prolongements ; 2^ qu'elle 

1. On reconnaît que cette condition est remplie quand la parallèle 
menée à la droite par le centre a sa trace sur celle du cône asymptote, et 
que la droite qui joint cette trace à celle de la droite donnée est tangente 
à la base du cône. 
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coupera Vun des côtés et le prolongement de Vautre ; 
enfin 3* qu'elle sera parallèle à l'un des côtes. 

467. 1"cas. SoîentOC, OB(fig. 41) les deux asymp- 
totes de l'hyperbole, A le poînt donné et MN la droite. 
Supposons le problème résolu et soit E un ^oint de MN 
situé sur l'hyperbole ; menons par A une paralièle GF à 
MN ; M et N, G et F étant les points de rencontre de ces 
droites avec les asymptotes, ona MExEN=GAx AF, 
car chacun de ces produits est égal au carré du demi- 
diamètre parallèle à MN et à GF; on a d'ailleurs ME-f- 
EN= MN ; la question revient donc à partager MN en 
deux parties dont on connaît le produit. 

La construction a été indiquée sur la figure : AD est 
le côté du carré équivalent à AG X AF , et les deux 
points E, Ej de MN sont les points satisfaisant à la question. 

Pour que le problème soit possible , il faut que MN 
soit au moins égal à deux fois AD. Dans le cas limite la 
droite MN est tangente, et le point de contact est le mi- 
lieu de MN. 

168. 2^ cas. Soient OC, OB (fig. 42) les deux 
asymptotes , A le point et MN la droite. Supposons le 
problème résolu , et soit E un point de MN situé sur 
rhyperbole ; menons par A une parallèle FG à MN ; 
M et N , G et F étant les points de rencontre de ces 
droites avec les asymptotes, on a ME X EN = GA X AF, 
car chacun de ces produits est ^al au carré du demi* 
diamètre parallèle à MN et à GF; on a d'ailleurs 
ME — EN = MN; la question revient donc à déterminer 
deux lignes M E^ EN dont on connaît la différence et le 
produit. 
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La construction a été indiquée sur la figure; AD est le 
côté du carré équivalent à AG X AF et les deux points 
E, Ej de MN sont les points qui satisfont à la ques- 
tion. 

Avec cette disposition de la droite le problème est 
toujours possible. 

169. 3* cas. — Soient OC, OB (fig. 43) les deux 
asymptotes, A le point et MN la droite, parallèle à 
l'asymptote OB. Dans ce cas la droite ne rencontre l'hy- 
perbole qu*en un point. Supposons le problème résolu 
et soit E le point de rencontre cherché ; menons par A 
la parallèle AF à* MN; M et F étant les points de ren- 
contre avec OC, on a l'égalité AF X OF = EM X OM * ; 
pour déterminer EM, il suffit donc de construire une 
quatrième proportionnelle aux lignes OM, AF, OF. La 
construction a été indiquée sur la figure : on a pris 
OAj = FA, on a joint A^M et mené FE^ parallèle à 
MAj ; puis on a porté OE de M en E sur MN ; le point 
E est le point cherché. 

PROBLÈME. 

170. Déterminer les points de rencontre dune 
droite et d^un hyperholoide de révolution h une 
nappe. 

Soient ab.dU (fig. 44) la génératrice de ITiyperbo- 

1. Car, sî Ton prend les deux asymptotes pour axes des coordonnéet, 
on a pour équation de Fhyperbole xf=^l^» 

Donc AFxOF=*« et EMxOM=F, 

et par suite AFxOF=EMxOM. 
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loïde parallèle au plan vertical de projection, o . cfz! Taxe 
et cd. i!d la droite donnée ; si l'on fait tourner la figure 
autour de l'axe, les points de rencontre de la droite et 
de la surface restent sur les mêmes parallèles, de sorte 
qu'il suffit de déterminer ces points, lorsque la droite est 
devenue parallèle au plan vertical ; soient c^e^y d^é^ les 
projections de la droite dans cette nouvelle position; 
pour déterminer les points où elle rencontre alors l'hy- 
perboloide, nous chercherons les points où elle rencon- 
tre la courbe suivant laquelle son plan vertical projetant 
coupe la surface ; cette courbe est homothétique à celle 
du méridien principal; son centre est dans le plan hori- 
zontal qui passe par le centre de la surface et dans le 
plan perpendiculaire au plan vertical mené par l'axe; 
la projection verticale de ce centre coïncide donc 
avec celle du centre du méridien principal et, 
comme les deux courbes ont leur asymptotes parallèles, 
les projections verticales de ces asymptotes coïncideront, 
La trace horizontale du plan projetant coupe d'ailleurs 
la trace horizontale de l'hyperboloïde en deux points 
dont l'un /est projeté verticalement en ^sur la ligne de 
terre ; on est donc conduit à déterminer les points' de 
rencontre de é^d^ avec une hyperbole dont on connaît 
les asymptotes dU, dJD et un point t. Soit ^^ (167) l'un 
de ces points, il représente la projection verticale d'un 
point de rencontre de cfi^y é^é^ avec la surface; si l'on 
remet la figure dans sa position première, la projection 
verticale gl devient ^ au point de rencontre de éd avec 
la parallèle menée par ^, à la ligne de terre. Le point^.^' 
est un point de rencontre de la droite donnée avec la 
surface; on construit le second point de rencontre y. y 
tout à fait de la même manière. 
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171. Épure du plan tangent mené par une droite 
à un hyperboloïde de rés^ohition. 

Soit cd.éd (fig. 44) la droite donnée par laquelle on 
se propose de mener un plan tangent à Thyperboloide 
dont l'axe est o . dJ et la gënératrice parallèle au plan 
vertical û^^a'6'. On déterminera, comme il a été dit pré- 
cédemment (170), un point g.^ de rencontre de la 
droite cd. àd avec la surface, on mènera les projections 
horizontales gh^ gk des deux génératrices de Thyperbo- 
loïde qui passent par ce point et l'on joindra leurs traces 
horizontales A et A: à la trace horizontale c de la droite 
donnée; chy ck sont les traces horizontales des deux 
plans tangents cherchés, leurs traces verticales passent 
par la trace verticale d! de la droite. 

Si au lieu du point g. ^ on employait le second point 
de rencontre y . y de la droite avec la surface, on obtien- 
drait les* deux mêmes plans tangents. En effet, si Ton 
considère le plan déterminé par la droite donnée et une 
des génératrices qui passe par le point de rencontre g^^y 
la seconde génératrice qui passe par ce point est située 
dans ce plan tangent, elle est donc rencontrée par la 
droite donnée au second point où elle perce l'hyperbo- 
loide ; ce plan est donc aussi un plan tangent mené par 
le second point de rencontre. 


< I 

I 


SEPTIÈME LEÇON. 

INTERSECTIONS DE SURFACES. \ 

\ 

172. Solution générale du problème de F intersec- 
tion de deux surfaces. 

Si l'on coupe deux surfaces A et B par une troisième 
surface quelconque C, tout point commun aia deux in- 
tersections de cette troisième surface avec les deux pre- 
mières est un point commun aux trois surËices A, B et j 

Çy et par conséquent un point de l'intersecûon des sur- 
faces A etB. 

Si donc on veut déterminer l'intersection des surfaces 
A et B et si Ton sait trouver des surfaces telles que C 
dont il soit facile de construire les intersections avec A 
et By on pqurra obteoir autant de points que Ton vour- 
dra de l'intersection de A et B. 

Les surfaces sécantes auxiliaires que Ton emploie le 
plus fréquemment sont des plans. jNous aUons donc d'à* 
bord nous occuper de la détermination des sections planes 
des sur&ces. 

173. Solution générale ducpr(Alème de linierseetion 
d une sur face par un plan. 

On peut déterminer l'intersection d'une surface par 
un plan comme on a déteiïHMM xine section plane d'une 
pyramide (1" partie 148). On projette la surface sur im 
pian vertical perpendiculaire au plan sécant, on déter- 
mine la trace du plan sécant sur ce plan de projection 
auxiliaire et l'on a une projection auxiliaire de Tinter- 
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seclioQ représentée par une ligne droite ; on sera ainsi 
ramené à résoudre un certain nombre de fois ce pro- 
blème : étant donnée une projection verticale (Tun 
point (tune sur face j déterminer la projection horizonr 
taie de ce point. 

Cette solution générale est applicable à tous les cas^ 
mais on peut quelquefois en employer d'autres qui con- 
duisait à des constructions plus simples, nous les indi- 
querons lorsque Toccasion s'en présentera. 

1 74. application de la solution générale à la déter- 
mination dune section plane dun cane. 

Soient À. A' la base et s .J le sommet d'un cône 
(fig. 45) et PaPj le plan sécant*; sur un plan vertical 
mené suivant x^y^ perpendiculaire à PotPj le cône est pro- 
jeté suivant J'dl^B^ et le plan a pour tracée P, {\^ partie 
146 y)* ; rintersection cherchée a donc pour projection 
verticale auxiliaire la partie /tzV de la trace AP, com- 
prise entre J^d' et y'é" qui forment le contour apparent 
du cône sur e nouveau plan vertical de projection. Si 
l'on veut av jîr sur les deux premiers plans les projec- 
tions d*un point quelconque de l'intersection projeté en 
[P sur le plan auxiliaire, on mènera la génératrice qui 
passe pa / ce point ; cette génératrice a pour projection 
sur le pfan auxiliaire J^r^ ; à cette projection correspon- 
dent deux projections horizontales sr^ sr^ et deux pro- 
jections //, y/j sur le premier plan vertical; à la pro- 

1 . Le lecteur pourra répéter les mêmes raîsomiements et des constroc- 
tiaiiff analogites ponr détexmiiier la section plane d'un cylindre. 

2. 'Dans l'exemple considéré on a mené à PaPi un plan parallèle LXLi 
qni a pour trace sur le nouyeau plan yertical la droite hiz parallèle à la 
aMirelle trace TeriîcaLe AF,. 


96 GÉOMÉTRIE DESCRIPTIVE. 

jeclion verticale//' correspondent donc deux points /?./?', 
p^ .//j de l'intersection cherchée. On répétera celte con- 
struction un nombre de fois suffisant et Ton joindra par 
un trait continu les points obtenus de cette manière. Il 
conviendra de l'appliquer à la détermination des points 
kyk^yiyi^y situés sur les contours apparents^ puisqu'en ces 
points les projections de la courbe sont tangentes aux 
contours apparents; il est facile de projeter les généra- 
trices qui donnent ces contours apparents sur le plan 
auxiliaire de projection. 

175. Ponctuation. Ij^ génératrices vues en projec- 
tion horizontale sont celles qui ont leurs traces horizon- 
tales sur l'arc fbg de la base A, par suite la partie de 
la courbe d'intersection vue en projection horizontale 
est celle dont les points appartiennent à ces génératrices; 
celte partie est projetée suivant l'arc kmk^ compris entre 
les points k et k^ situés sur le contour apparent hori- 
zontal. 

Les génératrices vues en projection verticale sont 
celles qui ont leurs traces horizontales sur l'axe niv de 
la base A y compris entre les tangentes perpendiculaires 
à la ligne de terre; par suite la partie de la courbe d'In- 
tersection vue en projection verticale est celle dont les 
points appartiennent à ces génératrices ; cette partie est 
projetée suivant l'arc in/f^y compris entre les points ^' et 
l^ du contour apparent vertical. 

Chaque projection de l'intersection se compose donc 
de deux arcs limités aux points du contour apparent; 
l'un de ces arcs est vu et l'autre caché. On le reconnaîtra 
pour un arc quelconque s'il est vu ou caché en menant 
la génératrice par un quelconque de ses points et en exa- 
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minant la position de son point de rencontre avec la 
base du cône. 

176. Construction delà tangente. 

La tangente en un point p^p. \ de la courbe est Tîn- 
tersection du plan PaP^ et du plan tangent à la surface 
en ce point (1 7) ; la trace horizontale du plan tangent 
en p^ .//j est r^t qui rencontre Pa en t; t est la trace ho- 
rizontale de la tangente cherchée ; il est facile d'en dé- 
duire ses projections pj .pf^tf. 

177. Construction des tangentes horizontales. Les 
tangentes horizontales de l'intersection étant situées 
dans le plan sécant sont des horizontales de ce plan^ et 
par suite parallèles à Pa; elles sont situées aussi dans des 
plans tangents au cône qui sont alors déterminés, puis- 
que ces plans sont parallèles à Pa. L'un de ces plans a 
pour trace horizontale la tangente ad parallèle à Pa , et 
pour trace verticale cL^^. Le point d de rencontre de ds^ 
et Pa est la trace verticale d'une tangente horizontale, 
dont la projection verticale dn^ est parallèle à la ligne de 
terre, et dont la projection horizontale en est parallèle à 
Pa. On obtient les projections n^ n' du point de contact 
au moyen des projections as, M de la génératrice qui 
passe par ce point. La seconde tangente parallèle à Pa 
menée à la base donne une seconde tangente horizontale 
au point /w./7i'. Sur le plan auxiliaire les tangentes ho- 
rizontales sont projetées aux points /7i'',/i'' limites de la 
projection auxiliaire de l'intersection. 

1. Il faut observer que le sommet du cône a été pris sur le plan yertica 
de projection. 

7 
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178. Construction des tangentes à I intersection pa- 
rallèles à un plan quelconque. Les tangentes cherchées^ 
étant situées dans le plan sécant et parallèles au second 
plan donné, sont parallèles à Tin tersection des deux^plans; 
les plans tangents dans lesquels sont situées ces droites 
sont donc parallèles à une droite déterminée ; si donc on 
construit ces plans tangents, leurs intersections avec te 
plan sécant donné seront les tangentes cherchéîes ; les 
points de contact sont les points de rencontre de ces tan- 
gentes avec les génératrices de contact. 

179. COROLLAIHE. La solution de ce problème permet 
de mener à une quelconque des deux projections de la 
courbe d*îhtersection une tangente parallèle à une direc- 
tion quelconque donnée; il sufBt, en efîet, de mener à 
rintersection une tangente parallèle au plan mené sui- 
vant la direction donnée perpendiculairement au plan de 
projection sur lequel est tracée cette direction. 

f 80. Wous avons appliqué cette construction au cas où 
la direction donnée est perpendiculaire à la ligne de terre, 

L*intersection de PaP^ avec un plan perpendiculaire à 
la ligne de terre mené par le sommet est une droite 
dont la trace horizontale est y et la trace verticale i'; 
cette intersection est rabattue en yîj sur le plan horizon- 
tal ; la parallèle, menée à cette droite par le sommet ra- 
battu en s^ (du côté opposé à ^J est ^,p dont la trace 
horizontale est ^; les tangentes menées de ce point à la 
hase A du cône sont les traces des plans tangents cher- 
chés et les points e et 6 de rencontre avec Pa sont les 
traces horizontales des tangentes perpendiculaires à la 
ligne de terre. 
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Les génératrices de contact donnent les projectîoiis 
(X. » [i/^ V »V des points de contact sur les deux plans. 


AUTRES PROCÉDés POUR D]£t£RMIN£R USE SECTION 

PLANE d'un CONE. 

18f • 1^ On peut déterminer directement les points de 
rencontre du plan avec un certain nomhre de généra* 
trices et joindre les points de rencontre par un trait 
continu. 

182. 2* On peut aussi considérer le cône et le plan 
comme deux surfaces quelconques (1 72) et les couper 
par des plans auxiliaires donnant des génératrices d'in- 
tersection dans le cône. II suffit, pour que cette dernière 
condition soit remplie^ que les plans sécants passent par 
le sommet du cône; si donc on mène une droite quel- 
conque par le sommet, les plans menés suivant cette 
droite ne pourront donner que des droites comme inter*» 
sections dans le cône et dans le plan sécant; par consé- 
quent , il Y a une infinité de manières de satisfaire à la 
question. 

183. 3^ Dans le cas particulier considéré oii la base 
est une circonférence , on peut aussi avoir recours à des 
plans auxiliaires horizontaux qui coupent le cône suivant 
des circonférences projetées horizontalement en vraie 
grandeur et le plan: sécant suivant des horizontales. 

184. Dé\^eloppement de ta surfzœ. 

Le cône étant une surface dévelo{^)ahle ( 14) f on 
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peut se proposer de la développer et de déterminer ce 
que devient la courbe d'intersection sur le développe- 
ment. Soit d'abord la surface latérale d'une pyramide 
SABCDEFG (fig. 46) que Ton veut développer sur le 
plan de la face SAB en l'ouvrant suivant la génératrice 
SD. Après avoir construit un triangle S,AjBj (rig.46bis) 
égal à SAB, nous construirons à gauche de S,Bj uu 
triangle S^B^Cj égal à SBC et déterminé par ses trois 
côtés, puis à gauche de S^Q le triangle S^QD^ déterminé 
de la même manière; on construira de même successive- 
à droite de SjAj les triangles S^A^G^, S^G^Fj, S^F^E^, 
S^EjD, respectivement égaux à SAG , SGF, SFE , SED 
déterminés par leurs trois côtés ; le secteur polygonal 
SjDjCjBjAjGiF^AjD, est le développement demandé. 

On remarquera que le développement a été effectue 
par rapport à un observateur qu'on suppose placé dans 
l'intérieur delà pyramide et regardant la face SAB; c'est 
riîvpothèse que nous adopterons toujours dans nos dé- 
veloppements. 

185. Nous appliquerons les mêmes constructions au 
développement de la surface latérale d'un cône que nous 
considérerons comme celle d'une pyramide dont les arêtes 
sont très rapprochées. Sur la figure 45, nous avons 
partagé la base A en douze parties égales, et pour le 
développement nous avons supposé la surface ouverte 
suivant la génératrice projetée en sa et développée sur 
le plan tangent mené suivant la génératrice opposée 
projetée en sby puis nous avons considéré la surface du 
cône comme celle d'une pyramide de douze faces ayant 
pour arêtes les génératrices qui joignent le sommet aux 
points de division de la base« 
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Pour obtenir sur le développement la face projetée en 
sblj nous remarquerons que la génératrice sb.J^U^ est 
projetée en'vraie grandeur en J*W sur le plan auxiliaire, 
le côté b\ est donné en vraie grandeur sur le plan hori- 
zontal, et la génératrice projetée en si est donnée en 
vraie grandeur en s^ au moyen du rabattement de son 
plan vertical projetant. On peut donc construire le 
triangle SBl (fig. 47) au moyen de ses trois côtés; on 
obtient de même, sur le développement le triangle SI R^ 
correspondant à la face projetée en s\f\. 

On répétera la même construction successivemeni pour 
tous les éléments dans lesquels on a partagé la surface la- 
térale du cône. 

Dans le cas de notre épure le plan vertical projetant 
de Tarête sa . /W est un plan de symétrie ; il suffit donc 
de construire directement une moitié du développement^ 
l'autre étant symétrique par rapport à SB. 

Pour obtenir sur le développement le point de Tinter- 
section projeté en m . m', situé sur la génératrice sa .Jdy 
on remarquera que la distance de ce point au sommet 
est donnée en ^W sur le plan auxiliaire de projection, 
on portera donc la distance yW de S en M sur l'arête 
SB du développement; pour un point quelconque />j .//j, 
situé sur une génératrice st\Jt\^ on prendra sa distance 
/V, au sommet sur le rabattement du plan vertical pro- 
jetant de l'arête sj\.Ji\\ et l'on portera celte distance 
s^^ de S en Pj sur l'arête SR^ du développement. 

1 86. Construction de la tangente en un point du dé- 
i^eloppement. 

On conçoit que le plan tangent à la surface suivant 
un élément infiniment petit quelconque tourne en même 
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temps que Tëlénient de contact jusqu'à ce que cet élé- 
ment se place dans le plan du développement ; le plan 
tangent coïndde alors avec ce dernier plan et la tangente 
à tme courbe passant par le point considéré se place 
ainsi dans le plan sur lequel s'efïeetue le développement^ 
c'est cette droite que nous appellerons le développement 
de la tangente. 

Nous allonis démontrer d'abord que le développement 
de la tangente à une courbe de la surface est tangente au 
développement de la courbe. 

Considérons la ligne polygonale ahed tracée sur la 
surface latérale de la pyramide (fig. 46)'; sur le dévelop- 
pement (fîg. 46 bis) c^te ligne devient ap^c^^^ l'élément 
df^ joint deux points d^ et Cj, d'autant plus rapprochés 
que les arêtes SC, SD sont plus voisines ; si les arc tes re- 
présentent les génératrices d'un cône^ les points c^ et d^ 
sont infiniment voisins et la droite c^^ donne la direction 
de la tangente à la courbe du développement suivant l'é- 
lément c^rfj ; en même temps^ la droite cd dont c^^ est le 
' développement donne la direction de la tangente à la 
courbe de la surface suivant l'élément crf; donc le déve- 
loppement de la tangente à la courbe donné la tangente 
au point correspondant du développement. 

Si Ton veut construire cette tangente, on remarquera 
dans le triangle CiC^Hj que cf^^ est une droite déjà tracée 
sur le développement, queQHsrrCH est donnée en vraie 
grandeur sur le plan horizontal et que c^Hj mesure la 
distance de deux points connus, distance facile à obtenir 
en rabattement quand la figure est représentée en pro- 
jections ; on peut donc facilement construire ce triangle 
sur le développement. 
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1 87. Remarque. — La droîte Cfl^ prolongement de 
DjCi représente à la limite la tangente au développe- 
ment de la base suivant l'élément D^C^ et CH la tangente 
à la base du cône suivant l'élément DC ; quand il sera 
possible de mener cette tangente a priori, on se servira 
de cette considération pour éviter de construire la gran- 
deur de la droite c^H^ 

1 88. Si Ton applique ces considérations à la construe- 
tion de la tangente au point P^ de la courbe du déve- 
loppement (fîg. 47), on construira d'abord (fig. 45) b 
vraie grandeur/?, t de là distance du ^oint p^,f/^k la trace 
horizontale t de la tangente à la courbe d'intersection 
en ce point; des points P^ et R^ (fig. 47) comme centres 
avec p/ et rit respectivement pour rayons, on décrira des 
arcs de cercle, le point /^ commun à ces deux arcs est un 
point de la tangente en P^ à la courbe du développe- 
ment. 

En joignant t^R^ on a de même la tangente au déve- 
loppement de la base du cône (1 87)« 

1 89. Points d inflexion du des^eloppement. 

Il est utile, pour déterminer avec précision la forme de 
la courbe d'intersection sur le développement, de savoir 
construire les points ou cette courbe présente des in- 
flexions. Ces points sont ceux qui correspondent aux 
points detiniersection où le plan sécant est normal à la 
surface. 

En effet, soient SMVl (fig. 48) une face latérale d'une 
pyi*amide projetée sur un plan qui lui est parallèle et 
que nous prendrons pour plan vertical de projection ; 
soient /i/7?/i^ la trace verticale d'un plan perpendiculaire 
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à'S'A'B' et SC\ S'iy les projections sur ce plan des arêtes 
voisines ; l'intersection est projetée sur le plan de S'A'B^ 
suivant la droite pmnq. Si Ton rabat sur le plan de 
S'A'B' les deux faces adjacentes, le point projeté en/? 
vient se placer sur la perpendiculaire pr à la charnière 
sm et à une distance pj' de r plus grande que pr^ 
puisque p^^r est l'hypoténuse d'un triangle rectangle 
dont pr est un côté de l'angle droit, l'élément mp de- 
vient mp^ dirigé dans l'angle obtus Smp ; de même 
l'élément ng devient nq^ dirigé d'ans l'angle obtus SV;?/;; 
de même l'élément ng devient ng^ dirigé dans l'angle obtus 
'ffnq] si donc les deux angles Sh??p et li'ng formés décotes 
différents de pg sont obtus, les éléments /?^/w,«çr^ voi- 
sins de mn seront situés de côtés différents de la direc- 
tion mn de la tangente ; il y aura donc inflexion en 
mn ; or ceci a lieu généralement lorsque la surface la- 
térale au lieu d'être celle d'une pyramide appartient à 
un cône, car alors les génératrices S'//?, Sn sont infiniment 
voisines et les angles &mp, Wng sont les suppléments 
d'un même angle aigu S'/7m. 

11 y a exception dans le cas particulier où l'angle Stnn 
est droit, c'est-à-dire quand le plan sécant est perpendi- 
culaire à une génératrice, car alors les points analogues 
àyPjèt^jSe placent forcément du même côté que le 
sommet par rapport à la tangente, quelque petit que soit 
l'angle A'S'B'. 

Ces considérations sont également applicables au dé- 
veloppement d'une section plane d'un cylindre. 

190. Si Ton veut appliquer ces considérations au 
cas de la section du cône donné (fîg. 45) par le plan 
PaPj, on cherchera en quels points le plan sécant est 
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• 

normal à la surface (73); la perpendiculaire menée du 
sommet s,J sur le plan sécant a sa trace horizontale 
dans rintérieur A de la base ; on ne peut donc pas me- 
ner au cône de plan tangent perpendiculaire au plan 
sécant ; ce plan n'est donc pas normal et par suite le 
développement de l'intersection ne présente pas d'in- 
flexion. 

191. Si Ton applique les mêmes considérations à la 
détermination des points d'inflexion du développement 
de la base, qu'on peut considérer comme la section faite 
dans le cône par le plan horizontal de projection, on 
remarquera que les projections horizontales j/^ sg des gé- 
nératrices de contour apparent sont les traces horizon- 
tales des plans tangents verticaux et, par conséquent, per- 
pendiculaires au plan sécant qui est le plan horizontal; 
donc aux points de contact/ et g le plan horizontal est 
normal à la surface^ et par suite en chacun des points 
correspondants F et G (fig. 47) du développement le 
développement de la base présentera une inflexion. 

192. Développement de la surface latêtale d'un 
cylindre. 

On pourrait construire le développement de la surface 
latérale d'un cylindre comprise entre deux plans quel- 
conques comme on a obtenu celui de la surface latérale 
d'un cône en construisant successivement au moyen de 
leurs côtés et des diagonales les trapèzes qui composent 
celte surface. Mais on peut ici opérer plus simplement 
en ayant recours à la section droite^ c'est-à-dire à l'inter- 
section de la surface par un plan perpendiculaire aux 
génératrices. Dans le développement, les éléments de 
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cette intersection viendront se placer successivement 
perpendiculairement à une direction commune et par 
conséquent formeront une ligne droite. Si l'on marque 
sur cette droite les points qui correspondent aux points 
de la section^ en menant par ces points des perpendicu- 
laires au développement de la section, on aura les déve- 
loppements des génératrices de la surface et Ton pourra, 
au moyen de ces génératrices, obtenir le développement 
de telle courbe que l'on voudra tracée sur la surface. 

Soient AB. A'B^ (fig. A9) le cylindre donné et PaP^ un 
plan perpendiculaire aux génératrices; sur un plan ver- 
tical mené suivant x^j-^ perpendiculaire àP a, le cylindre 
a pour projection A^B'^ et le plan sécant a pour trace 
Vjk perpendiculaire aux projections des génératrices sur 
le nouveau plan ; l'intersection est projetée suivant /w'V 
sur ce plan auxiliaire ; elle a pour projection horizontale 
la couri)e mn et pour projection verticale m!n' ; elle est 
rabattue en vraie grandeur suivant la courbe MN sur le 
plan horizontal \ 

Le cylindre est supposé ouvert suivant la génératrice 
dont la trace horizontale est e et qui perce le plan sécant 
au point m . m'' rabattu en M ; le développement est effec- 
tué sur le plan tangent mené suivant la génératrice dont 
la trace horizontale est / et qui perce le plan sécant au 
point n . n'^ rabattu en N. Sur une droite indéfinie M^M, 
(fig. 50) considérée comme développement de la section 
droite, prenons un point N^ quelconque comme corres- 
pondant k n.rJf et à droite du point N| prenons des 
longueurs N,aj, a^p^, p^y^, etc., respectivement égales aux 

1. On opère tout à fait comme dans le cas d*une section plane d'un 
c6ne (3 175 et suit.) et Ton distingue de la même manière les parties 
nmcB des parties cachées. 
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arcs Na, ap, Py, etc., mesuréssur le rabattement de la sec- 
tion droite, puis menons par les points a^, p^, y^, etc. , des 
perpendiculaires à NjMj,nous aurons ainsi en développe- 
ment les génératrices du cylindre correspondantes à des 
projections déterminées. Si Ton veut obtenir sur ce dé- 
veloppement la trace horizontale A du cylindre, pour un 
point quelconque c de cette trace situé sur la génératrice 
qui rencontre la section au point projeté en ef et rabattu 
en Y, on remarquera que la distance de ce point à la 
section droite est donnée en vraie grandeur en d*cP sut 
le plan auxiliaire. On portera donc e"f/" de ^i en C sur la 
perpendiculaire à M^Nj menée par le point y^ correspon- 
dant à y de la section droite, et Ton aura un point C du 
développement de la base. En répétant cette construction 
un nombre de fois suffisant on aura le développement de 
la base A. Sur la figure, on a pris pour trace horizontale 
du cylindre une circonférence, alors le plan vertical 
mené par la droite qui joint les centres des deux bases 
est un plan de symétrie, de sorte qu'il suffit de faire le ' 
développement de la moitié de la surface. Chacune des 
deux moitiés du développement se compose elle-même 
de deux parties symétriques par rapport au point de 
rencontre dé la courbe avec la génératrice qui est à éga- 
les distances des génératrices extrêmes. 

Considérons, en effet, la génératrice dont le pied est ^, 
milieu de egf(Rç. 49), cette génératrice donne en déve- 
loppement le point G (fig. 50). Soient cetc^ deux points 
également distants de ^,les génératrices correspondantes 
ont pour longueur J^cU' et (f^icP\ données sur le plan 
auxiliaire de projection ; Tune cf'/P^ surpasse g"/", lon- 
gueur de la génératrice du point G, de cP^z ; l'autre, (^cP' 
est inférieure à cette même longueur ^f^ de i^^] or, on 
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a : (!\z = {f^^ à cause de Tégalîté des triangles ^V^ 2 et 
^'W ; sur le développement on a donc aussi GZ=GV; 
les deux triangles CGV, QGZ sont donc égaux, et par 
suite GC = GCj ; les angles VGC , C^GZ sont aussi 
égaux ; les poiilts C et Q sont donc symétriques par 
rapport à G} donc quand on aura construit l'arc FG, on 
pourra s'en servir pour construire l'arc symétrique GE^. 

On obtient le développement de la base supérieure en 
portant sur toutes les génératrices du développement à 
partir des points de la base inférieure une longueur 
constante égale aux génératrices du cylindre , longueur 
donnée en wV sur la projection verticale auxiliaire. 

Le développement de la tangente en un point r de la 
base s'obtient facilement au moyen du triangle rectangle 
formé par cette tangente, la génératrice qui passe par le 
point de contact et la tangente à la section droite menée 
par le point où le plan sécant est rencontré par cette 
génératrice ; cette dernière droite perpendiculaire aux 
génératrices coïncide sur le développement avec la sec- 
tion droite. Sa longueur est d'ailleurs rabattue en vraie 
grandeur suivant h^\ on portera donc la longueur Ap 
de Pj en h^ sur le développement et l'on joindra le point 
k^ au point R du développement qui correspond à /•; A,R 
est la tangente cherchée. 

Les points de la base qui présentent une inflexion sur 
le développement sont les points G et Gj, car aux points 
correspondants g et g^ le plan de la base qui est le plan 
horizontal est perpendiculaire aux plans tangents au cylin- 
dre qui sont verticaux (1 89) . 

193. Pour le cylindre comme pour le cône on peut 
déterminer une section plane en construisant des points 
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de rencontre dès génératrices avec le plan sécant ; on 
peut également avoir recours à des plans sécants paral- 
lèles aux génératrices du cylindre. Ces plans coupent le 
cylindre et le plan sécant suivant des droites ; comme on 
peut mener une infinité de plans parallèles à une droite, 
il y a une infinité de directions de plans sécants satisfai- 
sant à la question. 

Dans le cas de notre épure, comme dans le cas consi- 
déré de la section plane d'un cône, on peut aussi avoir 
recours à des plans auxiliaires horizontaux. Ces plans 
coupent le cylindre suivant des circonférences projetées 
horizontalement en vraie grandeur et le plan suivant des 
horizontales* 


HUITIEME LEGOS. 

DES BRANCaanES INFINIES DANS LES SECTIONS PLANES 

DU CÔNE ET DU CYLINDRE, 

194. Cas d*un c/lifidre. Tout point situé à Tinfîni 
sur l'ratersectîon d'un cylindre et d^un plan est donné 
soit par une génératrice parallèle au plan, soit par une 
génératrice située à rinfini. 

495* Si le (^imdre a pew dînedriee m» ooiirbe fisr^ 
mée^ il n'y a point de génératrice située à Tmiinî^ et 
l'intersection ne peut avoir de points situés à l'infini que 
ceux qui sont donnés par des génératrices du cylindre 
parallèles au plan ; comme les génératrices sont toutes 
parallèles entre elles , le plan sécant est alors parallèle 
aux génératrices et ne peut couper le cylindre que sui- 
vant des lignes droites. 

196. Si le cylindre a pour directrice une courbe à 
branches infinies^ en négligeant le cas où les génératrices 
sont parallèles au plan sécant , les génératrices menées 
par les ppints de la directrice situés à Tinfîni donnent 
seules des points de Tintersection situés à Tinfini,. car 
toutes les autres rencontrent le plana des distances finies. 
La tangente en un point de l'intersection situéà Tinfini^ 
c'est-à-dire une asymptote^ est l'intersection du plan 
sécant avec le plan tangent mené en ce point et qu'on 
appelle plan asymptotique ; ce plan est déterminé par 
la génératrice de contact située à Tinfini et la tangente à 
la base au point oii elle est rencontrée par la génératrice 
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de contact ; ce plan tangent est situé à une distance 
finie si la branche correspondante de la directrice a une 
asymptote, puisqu'il est mené par cette asymptote paral- 
lèlement aux génératrices du cylindre 4 dans le cas ccm- 
traire^ le plan tangent est situé à Tinfini, la tangente elle- 
même est située à l'infini, et il n'y a plus d'asymptote. 

Les asymptotes disparaissent également quand le plan 
sécant est parallèle à un plan asyciiptotique, l'intersection 
se compose alors de lignes droites. 

197. Cas dun cânem 

Toutes les génératrices J'un cône passant parle sommet 
qui est situé à une distance finie, Hnlersection d'un cône 
et d'un plan ne peut avoir de points situés à Tinfini que 
les points de rencontre du plan avec des génératrices du 
cône qui lui sont parallèles; donc pour reconnaître si 
HutersectTon d'un cône et d'un plan a des points situés à 
l'infiai, on mènera par le sommet du cône un plan pa- 
rallèle au plan sécant ; selon que ce plan parallèle cou- 
pera ou non Ta surface , Te cône aura ou non des généra- 
trices parallèles au plan sécant^ et l'intersection présentera 
ou non des branches infinies. 

La tangente en un point de cette intersection situé à 
rînfini , c'est-à-dîre une asymptote , est rintersection du 
plan sécant et du plan tangent au point situé à l'infini, 
plan qui est le même pour tous les points de la généra- 
trice de contact; donc pour déterminer les asymptotes de 
rintersection d\in cône et d'un plan , il suffit de con- 
struire les droites d'intecsectioa du plan sécant et des 
planai tangents aa cône menés suivant les génératrices 
parallèles au plan sécant. On peut remarquer que ces 
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asymptotes sont respectivement parallèles aux généra- 
trices du cône qui sont parallèles au plan sécant. 

Quand Tun de ces plans tangents est parallèle au plan 
sécant , l'intersection est rejetée 5 Tinfini et la branche 
correspondante de Tintersection a la forme parabolique. 

198. Exemple dune section plane dun cjlinclre 
dans le cas des branches infinies. 

Soit Aj.Aj (fig. 51) une hyperbole donnée sur le plan 
horizontal comme directrice d'un cylindre dont les gé- 
néralriiîes sont parallèles à une droite mn . nJn\ 

Déterminons d'abord la trace verticale du cylindre; 
cette trace est une hyperbole dont les asymptotes sont les 
traces verticales des deux plans asymptotiques (195); 
ces plans sont menés suivant les asymptotes de la base qui 
sont, par conséquent, leurs traces horizontales; les points 
de rencontre p et y de ces asymptotes avec la ligne de 
terre donnent chacun un point de la trace verticale cor- 
respondante; on détermine un second point ^ commun 
aux deux traces verticales en menant par le centre o . d 
de la directrice une parallèle o^ . d^^ à mn . /nln! ; on ob- 
tient ainsi une droite située dans chacun des plans 
asymptotiques*; la trace verticale ^ de cette droite est 
un point de chacune des asymptotes de la trace verti- 
cale. 

On peut construire autant de points que Ton veut de 
cette trace verticale au moyen des génératrices du cy- 
lindre, mais on connaît déjà de cette trace les points c et 

1. Cette droite est le lieu des centres de toates les seciions planes da 
cylindre considéré ; sa projection verticale est donc le lieu des points de 
rencontre des projections verticales des asymptotes de toutes les sections 
planes du cylindre. 
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d où la trace horizontale rencontre la ligne de terre, et 
avec ces points on en construira autant d'autres que l'on 
voudra au moyen des asymptotes yS', pS'. 
' Pour construire cette courbe avec soin, il convient de 
déterminer les traces verticales des plans projetants des 
quatre génératrices de contour apparent, on obtient 
ainsi quatre droites tangentes à l'hyperbole, trace verti- 
cale du cylindre. 

Soit PaPj un plan dont on demande l'interçectîon avec 
le cylindre donné , les asymptotes sont les intersections 
de PaPj avec les deux plans asymptotiques oy&', o^^ (^ 96); 
ces intersections sont projetées suivant les droites d/.^y, 
gh.^H\ on pourrait déterminer d'autres points de l'in- 
tersection par les procédés généraux, mais il est plus 
commode ici de construire les hyperboles, projections de 
Tintersection, en se servant des asymptotes et des points 
oîi les traces du plan PaPj coupent les traces du cy- 
lindre. 

1 99. Exemple dune section plane iFun cône dans le 
cas des branches infinies. 

Soit s.J (fig. 52) le sommet d'un cône limite d'une 
part au plan horizontal de projection dans lequel il a 
pour base la circonférence A , et d'autre part à un plan 
horizontal distant du sommet d'une longueur égale à la 
moitié de la distance du sommet au plan horizontal de 
projection, et qui le coupe suivant la circonférence a . d\ 
soit PaPj le plan sécant perpendiculaire au plan vertical. 
Le plan QP^, mené par s . J parallèlement à PaP„ coupe 
le cône suivant les deux génératrices sb.J^^sb^.J^'j l'in- 
tersection a donc des branches infinies. Cette intersec- 
tion a pour projection verticale les parties rectilignes 

S 
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fu!^ dd^ de la trace verticale comprises dans les limites du 
contour apparent vertical du cône. Pour obtenir la pro- 
jection horizontale d'un point quelconque de Tintersec- 
tion projeté verticalement en ni^ on mènera la projection 
verticale Jnii^ de la génératrice qui passe par le point 
considéré ^ et Ton obtient les deux projections horizon- 
tales correspondantes sr^ sr^y^ et par suite deux projec- 
tions horizontales m, m^ correspondantes à la projection 
verticale ni. Les points é, d du contour apparent verti- 
cal donnent les projections horizontales correspondantes 
c et d; les points e , e^ du contour apparent horizontal 
sont obtenus au moyen de la projection verticale corres- 
pondante éy située sur y/', projection verticale des deux 
génératrices auxquelles appartiennent ces points. 

En ces points e^ e^ la projection horizontale de la 
courbe est tangente au contour apparent. 

Pour obtenir les asymptotes de l'intersection, il suffit 
de déterminer les intersections du plan PaP^ avec les plans 
tangents au cône, menés suivant les génératrices sb.J^y 
sb^.^fi parallèles au plan sécant ; les traces horizontales 
de ces plans tangents sont les tangentes bk^ bfi^ à A me- 
nées par les points 6 et b^^ traces horizontales des géné- 
ratrices parallèles à PaP^. Leurs points de rencontre h, h^ 
avec P« sont donc les traces horizontales des asymptotes 
cherchées, ces asymptotes parallèles aaix génératrices 
sb.^^y sbi.J^y suivant lesquelles sont menés les plans 
tangents, sont donc déterminées* 

La figure 53 donne les développements des deux 
nappes du cône; le développement de la nappe inférieure 
a été obtenu, comme précédemment (185), au moyen 
d'éléments triangulaires de la surface, considérée comme 
surface latérale d'une pyramide ; pour le développement 


GËOHÊTRIE DESCRIPTIVE. ILS 

de la base supérieure, il suffît de remarquer que chaque 
génératrice totale, comprise entre les deux bases, est 
partagée au sommet dans un rapport constant; ici, ce 
rapport est celui de 1 à 2 ; il suffit donc de prolonger 
chaque génératrice de la nappe inférieure d'une longueur 
égale à sa moitié pour avoir sur le développement It 
point correspondant de la base supérieure. Le dévelop«> 
pement de la section s'obtient comme précédemment 
(185) en portant sur' chaque génératrice la distance du 
point correspondant au sommet. 

On a marqué sur le développement de la base infé* 
rieure et sur celui de la base supérieure les points 
1,2,3,4 qui appartiennent à l'intersection. La courbe 
de la nappe inférieure est formée d'une seule partie, 
parce qu'il n'y a pas de point de l'intersection sur 
la génératrice suivant laquelle on a ouvert la surface, 
tandis que celle de la nappe supérieure est formée de 
deux parties distinctes, attendu que le point d.cP qui 
est situé sur la génératrice suivant laquelle on ouvre la 
surface vient se placer d'une part en D et d'autre part 
en D| sur les deux positions que prend la génératrice 
suivant laquelle on ouvre la surface. 

Pour obtenir les asymptotes sur le développement on 
opère comme pourles tangentes ordinaires avec cette seule 
différence qu'au lieu de joindre le point qui correspond 
à la trace horizontale de cette tangente à un point de la 
génératrice de contact situé à une distance finie, on mène 
par ce point une parallèle à cette génératrice construite 
sur le développement. Les génératrices parallèles aux 
asymptotes deviennent SB et SB^ ; le point H correspon- 
dant à la trace horizontale h d'une asymptote a été ob- 
tenu au moyen de ses distances au sommet et à la trace 
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horizontale b de la génératrice de contact, le point Hj a 
été déterminé de la même manière; HK parallèle à SB 
et Hj K parallèle à SBj représentent les asymptotes sur le 
développement; ces droites ainsi déterminées sont asymp- 
totes au développement de la courbe d^intersection , 
car il a été démontré d'une manière générale (1 86) que, 
quelque éloigné que soit le point de contact, la tangente 
à la courbe dans Tespace devient une tangente à la courbe 
correspondante du développement ; une asymptote à la 
courbe devient donc une tangente au développement 
avec un point de contact situé à Tinfini, c'est à-dire une 
asymptote. Les courbes, développements des bases, pré- 
sentent des inflexions aux points F,Fi, 4>,*i correspon- 
dants aux points /"^/J, ç,<pj (fig. 52) où les plans de ces 
bases sont perpendiculaires aux plans tangents verti- 
caux. Le développement de la courbe d'intersection pré- 
sente des inflexions aux points p et p^ qui correspondent 
aux points situés sur les génératrices de contact du cône 
avec les plans tangents perpendiculaires à PaP^ ; ces plans 
ont pour traces horizontales les tangentes tg^ tg^ (fig. 52) 
à la base A menées par la trace horizontale / de la per- 
pendiculaire à PaP^ abaissée du sommet du cône sur le 
plan sécant. 

Avant de quitter les sections planes du cylindre et 
du cône, nous allons examiner deux cas très-simples qui 
se présentent fréquemment dans la pratique. 

200. Intersection dun cylindre de révolution ver^ 
tical et dun plan perpendiculaire au plan vertical. 

Soient R.R' (fîg. 54) le cylindre et PaP^ le plan. L'in- 
tersection est projetée horizontalement suivant R base 
du cylindre, verticalement suivant rt'Z^' partie de la trace 
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verticale aP^ comprise dans le contour apparent vertical 
du cylindre ; le rabattement de la section sur le plan ver- 
tical de la projection est l'ellipse ADBC ; le petit axe CD 
de cette ellipse est égal au diamètre même du cylindre, 
son grand axe AB égal à dU est la distance entre les 
points d et U où ce plan sécant est rencontré par les 
deux génératrices du cylindre situées dan^ un plan qui 
lui est perpendiculaire. On peut remarquer que les pro- 
jections de ces deux génératrices sur le plan sécant coïn- 
cident avec la projection de l'axe sur le même plan\ 

Le développement a été construit sur la figure 55. 
Cette construction ne présente ici aucune difficulté, puis- 
que la section droite du cylindre est sa trace horizontale et 
que les génératrices sont projetées en vraie grandeur sur 
le plan vertical. Le développement de la tangente en un 
point m . ni qui devient le point (ji sur le développement, 
s'obtient au moyen de sa trace horizontale / qui devient 
T situé à une distance TM = ^//i^ de l'extrémité M de la 
génératrice qui passe par le point considéré. 

201 . Intersection (Tun cône de révolution dont Vaxe 
est vertical et dun plan perpendiculaire au plçin ver- 
ticaL 

Soient j.y le sommet (fig. 56)^ A la base du cône et 
PaPj le plan sécant. Appelons p l'angle des génératrices 
du cône avec le plan horizontal ; selon que le plan donné 
fera avec le plan horizontal un angle plus petit que ^ 
égal à p ou plus grand que p, le plan parallèle à PaP 
mené par le sommet ne coupera pas le cône^ sera tan- 

1. CeUe observation permet de construire immédiatement la trace 
horizontale d*an cylindre de révolution dont on donne Taxe et le rayon. 
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gent ou donnera deux génératrices d'intersection ; dans 
le premier cas il n'y a pas de branches infinies et la 
courbe d'intersection est une ellipse ; dans le second cas 
il y a une génératrice du cône et une seule parallèle au 
plan sécant, le plan tangent mené suivant cette généra- 
trice coupe le plan sécant à Tinfini^ la courbe* d'intersec- 
tion a donc des branches infimes sans asymptote^ c'est 
une parabole; dans le troisième cas^ Tintersection a 
des branches infinies avec des asymptotes, c'est une hy- 
perbole. 

Considérons le cas d'une section elliptique, c'est-à- 
dire où la trace verticale aP^ fait avec xy un angle y 
plus petit que p. L'intersection est projetée verticalement 
suivant la partie dV de la trace verticale comprise dans 
le contour apparent du cône ; on obtient la projection 
horizontale d'un point quelconque de la courbe projeté 
Verticalement en ni au moyen de la projection hori- 
zontale sl\ ou s\ de la génératrice qui passe par ce 
point. On obtient ainsi deux projections horizontales 
m, /72| correspondantes. 

Ce procédé est en défaut pour les points situés sur les 
génératrices dont les projections verticales se confondent 
avec celle de l'axe, parce que la perpendiculaire menée 
à la ligne de terre par le point U de rencontre avec la 
trace verti'^ale du plan se confond avec les projections 
honzoata} îs des génératrices ; dans ce cas on se sert 
d'un plan horizontal passant par le point projeté en A'; 
ce plan ce ipe le cône suivant une circonférence projetée 
yerticakirent en //^'horizontalement en vraie grandeur 
suivant If» circonférence pq ; les points dont la projec- 
tion verti:;ale est K sont projetés horizontalement en k 
et k^ sur la circonférence /?y. 
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On peut obtenir facilement les deux axes de la projec* 
tion horizontale de Tellipse d'intersection : les points 
projetés en a et 1/ donnent les projections horizontales 
aetb situëes sur la trace horizontale d*un plan verti- 
cal de symétrie par rapport au cône et au plan sécant ; 
a b est un axe de la projection horizontale ; le second 
axe perpendiculaire à a & est la projection horizontale 
d'une corde du cône perpendiculaire au plan vertical et 
projeté verticalement au point d milieu de dU ; le plan 
horizontal qui passe par ce point coupe le cône suivant 
une circonférence e f. éf dont la projection horizontale 
ef contient les extrémités c et é/ du second axe. 

La section est rabattue en vraie grandeur sur le plan 
vertical suivant Tellipse afijbji^ ; le grand axca^é^ de cette 
ellipse est, comme dans le cas de la section plane d'un 
cylindre de révolution (200), la distance des points a' eiU 
où le plan sécant est rencontré par les deux génératrices 
du cône situées dans un plan qui lui est perpendiculaire 
et qui contient Taxe du cône; le petit axe est la perpen- 
diculaire menée par le milieu du grand axe perpendicu- 
lairement au plan des deux génératrices qui donnent le 
grand axe et terminée à la surface ; cette corde appartient 
à une circonférence dont on a immédiatement le centre 
o.o' et le rayon é^y et dans laquelle elle est à une dis- 
tance déterminée d^ du centre ^ 

202. La surface latérale du cône a été développée 
sur la figure 57. Ici on a pu opérer d'une manière plus 
rapide que précédenmient (1 85) pour déterminer le dé- 

1. Si Ton inscrit nne ciroonféreace dans le triangle ielVy le point de 
contact avec c^U est un foyer de l'ellipse d'iotenection; oh peut se senrir 
de cette propriété pour déterminer le second axe. 
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veloppement de la base, car tous les points de cette j 
base étant à une distancé constante du sommet égale 
à la longueur des génératrices se placent en dévelop- 
pement sur une circonférence décrite d'un point s^ 
comme centre avec un rayon égal à la longueur des géné- 
ratrices. Si Ton veut avoir la grandeur de Tangle au 
centre du secteur suivant lequel se développe la surface 
latérale, on remarquera que, si Ton appelle r le rayon de 
la base et /la longueur d'une génératrice, la longueur de 
la base développée est 2irr ; et la question revient à 
chercher la valeur de Tangle au centre correspondant à 
un arc de longueur 2ir/* sur une circonférence de rayon 
/. Sur cette circonférence, l'angle au centre correspon- 
dant à 21?/ est 360^; Tangle correspondant à Tunité de 

longueur est -^-j , et enfin l'angle correspondante 27rr est 

L'arc, développement de la base, étant coAnu, on le 
partage en un certain nombre de parties égales et on 
partage en un même nombre de parties égales la circon- 
férence, base du cône ; on a ainsi des génératrices corres- 
pondantes sur le développement et en projection. 

Pour obtenir la courbe d'Intersection sur le dévelop- 
pement, on a besoin de connaître les distances au som- 
met des points de cette courbe, situés sur les génératrices 
considérées; cela se fait très-simplement au moyen de 

1 . On peut remarquer que dans le cas où la section faîte dans le c6ae 
par un plan passant par Taxe est un triangle équilatéral, le développe- 
ment de la surface latérale est un demi-cercle , puisque Fangle au centre 

du développement est alors 360® X ô" = ^^^p 
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mouvements de rotation autour de Taxe; les généra- 
trices viennent coincider successivement avec une géné- 
ratrice de contour apparent ; il suffit donc pour chaque 
point de mener par sa projection verticale une parallèle 
à la ligne de terre jusqu'au point de rencontre avec le 
contour apparent ; la distance du point de rencontre à la 
projection verticale du sommet est la distance cherchée. 
On a obtenu les points d'inflexion de Tintersection 
développée (189) , en menant par le sommet du cône 
une perpendiculaire st. Je au plan PaP^ et en menant 
par cette perpendiculaire deux plans tangents à la sur- 
face ; les génératrices de contact projetées en su et su^ 
contiennent les projections z et z^ des points cherchés ; 
ces génératrices deviennent S^U^, S^U, sur le développe- 
ment, et les points d'inflexion sont les points z et z^ de 
rintei*section développée^ situés sur ces génératrices. On 
obtient le développement de la .tangente à l'intersection 
en un point m. ml comme dans l'exemple précédent. 

203. On peut démontrer géométriquement d'une 
manière très*simple que selon la grandeur de Tangle du 
plan sécant avec le plan horizontal , la projection hori- 
zontale de la courbe d'intersection est une ellipse, une 
parabole ou une hyperbole. 

Coupons le plan sécant par un plan horizontal ^B , 
mené par le sommet du cône, et soit GE la projection 
horizontale de l'intersection ; nous allons démontrer que 
pour un point quelconque m^ de la projection horizon- 
tale le rapport de sa distance m^ à la projection hori- 
zontale s du sommet du cône à sa distance m^ à la 
projection GE est constant. 

En effet, soient ^ et y les angles aigus que font respec- 
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tivement avec le plan horizontal les génératrices du 

cône et le plan PaP^, on a : m^s = mlji = /D cot p ; 

on a aussi : m^ = njld=^ cot y ==/D cot y; on a 

donc 

m^s /D cot p ^ 

m^ ~ j'D cot Y "" ^ 

selon que Ton aura y < B, y = § ou y > § ce rap- 
port sera plus petit que 1, égal à un 1 ou plus grano 
que 1 ^ et la projection horizontale de Tinlersection sera 
une ellipse , une parabole ou une hyperbole. 

204. Déterminer les points de rencontre dune droite 
auec la surface latérale d*an cône* 

Soient A. A' (fig. 58) la base du cône donne dont le 
sommet est s. s' et bc.Vâ la droite dont on demande les 
points de rencontre avec la surface du cône; par la 
droite hc . Vé et le sommet s . / menons un plan ; ce plan, 
dont la trace horizontale est ch^ coupe la surface latérale 
du cône suivant les deux génératrices ds.d!J, es ,éJ; les 
points m.rriy /^•/^' communs à ces génératrices et à la 
droite donnée sont les points cherchés. 

On déterminerait de la même manière les points de 
rencontre d'une droite avec la surface latérale d'un cy- 
lindre. 
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205. Sections planes des surfaces de résH>luiion. 

Pour déterminer l'intersection d'une surface de révo- 
lution dont Taxe est vertical et d'un plan quelconque, 
on pourrait rendre le plan sécant perpendiculaire au 
plan vertical de projection soit par un changement de 
plan^ soit plutôt par un mouvement de rotation autour 
de Taxe ; on aurait ainsi une projection verticale auxi- 
liaire rectiligne de l'intersection ; on en déduirait facile- 
ment la projection horizontale et par suite la projection 
verticale. Mais il est plus commode ici d'employer des 
plans sécants auxiliaires horizontaux ; ces plans coupent 
le plan suivant des horizontales et là surface suivant 
des parallèles projetés horizontalement en vraie gran- 
deur; on obtient ainsi autant de points que l'on veut 
de l'intersection. 

206. Intersection d'un ellipsoïde de résolution et 
d un plan. 

Nous allons appliquer cette méthode générale à la dé- 
termination de l'intersection d'un ellipsoïde de révolu- 
tion etd'implan. Soient A. A' (fig. 59) les projections de 
la surface dont l'axe esto.dJ^ et PaP^ le plan sécant; un 
plan horizontal n^n^ coupe le plan PaP^ suivant Thori- 
zontale projetée horizontalement en mn^ la surface sui- 
vait un parallèle projeté verticalement suivant pl^ égal à 
un diamètre, horizontalement en vraie grandeur suivant 
la circonférence pq; les points r^ et r, communs à mn et 
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pq^ sont les projections horizontales de deux points de 
l'intersection ; il est facile d'en déduire les projections 
verticales r'i, r' situées sur//ç^. 

Si Ton applique cette construction au plan de Téqua- 
teur, on obtient les points a,dy o^. a^; aux points a^ a^ 
de la projection horizontale la projection de la courbe 
est tangente au contour apparent de la surface. 

Pour déterminer les points de l'intersection projetés 
sur le contour apparent vertical , on emploiera comme 
plan sécant auxiliaire le plan du méridien principal , ce 
plan coupe PaP^ suivant la droite s t. Je y la surface sui- 
vant le méridien principal projeté en A'; les points ce', 
c^.c/,, communs à ces deux lignes sont les points de l'in- 
tersection situes sur le méridien principal ; aux points 
dyd^j la projection verticale de l'intersection est tangente 
à A'. 

207. Il importe de savoir déterminer entre quelles li- 
mites on peut mener des plans horizontaux qui donnent 
des points de Tintersection. 

On remarquera que les points r./-', r^. r'j, donnés par 
un plan horizontal quelconque , sont deux points symé- 
triques par rapport au plan du méridien og perpendicu- 
laire à PaPj. Les plans limites qui donneront des points 
de l'intersection sont ceux pour lesquels les points tels 
que r . H,r^.d^ se confondront , et, par conséquent, sont 
situés dans le plan du méridien og. Pour déterminer ces 
points , nous ferons tourner la figure autour de Taxe , de 
manière que le méridien og coïncide avec le méridien 
principal ; le plan PaP^ devient perpendiculaire au plan 
vertical et a alors pour trace verticale a,P, qui rencontre 
A' en p' et ^\; ^\ ^\ sont les projections verticales des 
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points cherchés après le mouvement de rotation ; quand 
on remet la figure dans sa première position ^ ces points 
restent dans les mêmes plans horizontaux qui sont^ par 
conséquent y les plans limites cherchés. — Les points de 
l'intersection , situés dans ces plans limites , ont pour 
projections b,l/, b^^U^. 

208. Ponctuation. La partie de la courbe projetée 
verticalement en dUd^ au-dessus de Téquateur apparte- 
nant à la partie supérieure de la surface est vue en pro- 
jection horizontale y sa projection horizontale aba^ doit 
donc être représentée en ligne pleine; le reste ab/!^ cor- 
respondant à une partie cachée doit être ponctué. Sur 
le plan vertical ^ la partie de la courbe projetée horizon- 
talement en cj*fi appartenant à la moitié antérieure de 
la surface est vue; sa projection verticale c/^r^jc' doit donc 
être représentée en ligne pleine ; le reste d^Hcld corres- 
pondant à une partie cachée doit être ponctué. 

209. Construction de ta tangente. I^a tangente à 
rintersection en un point i\ . i\ est l'intersection du plan 
tangent à la surface en ce point avec le plan sécant PaP^. 
La tangente au méridien du point r^ . Z^, menée en ce 
point r^>i\^ a pour trace horizontale le point k; kh per- 
pendiculaire à la trace or^ du méridien est la trace hori- 
zontale du plan tangent cherché , et le point h de ren- 
contre avec Pa est la trace horizontale de la tangente ; h 
se projette verticalement en H sur la ligne de terre ; ///•„ 
Hi\ sont les projections de la tangente demandée. 

210. Si Ton veut appliquer cette construction aux 
points bM y b^JJy donnés par les plans sécants limites^ on 
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voit que les traces des plans tangents perpendiculaires 
à og sont parallèles à P« ; les tangentes, intersections de 
ces plans et de PaP^ sont donc des horizontales de ce 
dernier plan. 

21 1 . On peut se proposer de mener à ta courbe 
cT intersection une tangente parallèle à un plan quel- 
conque donné. 

Nous raisonnerons de la même nsanière que pour la 
solution du même problème relatif au cylindre ou au 
cône (1 78). La tangente cherchée est une droite du plan 
sëcant PaP^ , parallèle au plan donné \ elle e&t donc pa- 
rallèle à Pintersection des deux plans ; or toute droite 
parallèle à une direction dëterminëe et tangente à une 
surface est une génératrice du cylindre circonscrit à la 

•s 

surface et parallèle à cette direction ; on obtiendra donc 
les tangentes cherchées en construisant les génératri- 
ces d'intersection de ce cylindre circonscrit et du plan 
PaPj. 

Dans le cas d'un ellipsoïde de révolution^ fe cyimdre 
circonscrit est du second degré, sa trace horizontale est 
une ellipse et les points communs à cette ellrpse et à la 
trace Pa du plan sécant sont les traces horizontales des 
tangentes cherchées* 

212. Nous allons effectuer ces constructions dans le 
cas particulier où le plan donné est perpendiculaire à la 
ligne de terre, c'est-à-dîre ou les projections des tangen- 
tes cherchées sont elles-mêmes perpendiculaires à cette 
ligne. 

Le plan mené par l'axe perpendiculairement à la ligne 
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de terre coupe le plan PeeP, sairant one droite dowt là 
trace horizontale est H et la trace verticale V. 

Pour dëteripiner facilement les axes de rellîpse, trace 
horizontale du cylindre circonscrit parallèle à cette in- 
tersection, faisons tourner la figure autour de Taxe d'un 
angle de 90*, les génératrices du cylindre deviennent 
parallèles au plan vertical et à la droite VH^, position 
que prend la droite H • W après avoir tourne de 90^ 
autour de la verticale W. Dans cette position, si Ton 
mène à A' des tangentes S'K'^, e'L'j parallèles à 'V'Hj, on 
voit que les traces L^ et Kj de ces tangentes smit les ex- 
trémités du grand axe de la trace horizontale du cylindre 
et que le petit axe est égal au diamètre même de Téqua- 
teur. Si Ton remet la figure dans sa position première^ 
les points K^ et L^ deviennent K et L ^ KL est le grand 
axe de la trace horizontale du cylindre circonscrit ; son 
petit axe IG est égal au diamètre de Téquateur ; les 
points de rencontre e et/* de Pa avecTellipse aiâsi dé- 
terminée sont les traces liorizontales des tangentes cher- 
chées et k& perpendiculaires menées dé ces points à la 

1. On a souvent à déterminer les points de rencontre d'une droite et 
d^une ellipse déterminée par ses deux axes; voici une construction 
iiiiiple de la sokitia» de ce prablème : 

Soient LK, IG (fîg. 60) les <leux axes de l'ellipse et PQ la droite dont 
on demande les points de rencontre avec la courbe; considérons Tellipse 
comme projection d'une circonférence située dans un plan passant par 
Taxe LKy et PQ comme projection d'une droite ntoée dans Je même 
plm. Rabattons le plan ainsi considéré sar le plan de TeUtpce; la circon- 
férence se rabat en vraie grandear, le point M où PA rencontre la char- 
nière ne boQge pas ; le point R de cette droite distant de LK d*une lon- 
gnenr égale au demi-petit axe devient Ri distant de LK d'une longueur 
égale an. demi-grand axe; PQ est done rabattu en MRi et les points de 
rencontre arec la cîreon^ence ntx points Di, Et ; si on remet la figure 
dans sa Traie position , les points D|, Ei ont leurs projections D, E sur 
PQ et tnr les perpendiculaires menées de Di ctEi sur LK ; les points D 
et E sont les points de rencontre cbercbés. 
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ligne de terre «ont des tangentes aux deux projections de 
la courbe^. 

213. Iniersection âun hjrperbolcide de révolution et 
d'un plan. 

Dans la question que nous allmis traiter nous suppo* 
serons le plan sécant perpendiculaire au plan vertical ; 
les conclusions que nous en tirerons quant à la forme de 
l'intersection seront les mêmes, quelle que soit la position 
du plan sécant ; du reste, il est toujours fadle de reve- 
nir à cette position soit par un changement de plan, soit 
plutôt par un mouvement de rotation autour de Taxe de 
la surface; on obtiendra donc toujours facilement la pro- 
jection horizontale de l'intersection, lorsqu'on ramènera 
le plan dans sa position véritable ; de la projection horizon- 
tale on déduira la projection sur le premier plan vertical. 

Pour reconnaître à priori la nature de la courbe d'in- 
tersection, on remarquera que les sections faites par des 
plans parallèles dans un hyperboloîde et son cône asymp- 
tote sont homothétiques; or ici ce cône asymptote est de 
révolution et ses génératrices font avec le plan horizon- 
tal le même angle que les génératrices de l'hyperboloîde* 
Donc, d'après ce qu'on a vu précédemment (201), une 
section plane d'un hyperboloîde de révolution est une 

1. Pour obtenir les points de contact des tangentes perpendicu- 
laires à la ligne de terre, on rerient à la position où les génératrices sont 
parallèles au plan Tertical; les points de rencontre des projections rer- 
tieales des génératrices obtenue» ramenées dans cette position avec la 
droite ^ S^, projection Tcrticale de la conrbe de contact de la surface 
arec le cylindre ciroonscrity appartiennent aux parallèles qui contiennent 
les points cherchés. 11 suffira donc de mener par ces points des parallèles 
à la ligne de terre ; ks points de rencontre de ces parallèles a^ec les 
projections verticales des tangentes sont les projections rerticalesde 
points de contact. On en dédnit facilement les projections horizontales. 


) 
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ellipse, une parabole ou une hyperbole suivant que le ^ 
plan sécant fait avec le plan horizontal un angle plus 
petit que celui des génératrices de Thyperboloîde avec le 
même plan^ un angle égal ou un angle plus grand. Nous 
verrons comme cas particuliers que la section paraboli- 
que peut se réduire à deux droites parallèles, et la section 
hyperbolique à deux droites qui se coupent. 

214. Cas d'une section elliptique. 

Soient o .JJ (fig. 6 1 ) Taxe de Thyperboloîde, ab ^ dV 
une génératrice rectiligne parallèle au plan vertical de 
projection et PaP^ un plan sécant perpendiculaire au 
plan vertical et faisant avec le plan horizontal un angle 
j-aPj plus petit que Tangle^o'^ des génératrices avec le 
même plan. La construction générale (205) donne faci- 
lement autant de points que l'on veut de rinterseclion^ 
mais il est préférable de déterminer directement les deux 
axes deTellIpse^ projection horizontale de cette intersec- 
tion. 

Les extrémités c et t/ de l'axe parallèle à la ligne de 
terre sont les projections horizontales des points de l'in- 
tersection situés dans le plan du méridien principal et 
projetés verticalement en d et d où la trace verticale 
aPj du plan rencontre le contour apparent vertical *. 

Le centre de Tintersection est projeté au point e .é 
milieu Hecd.dd^ \ le second axe de la projection hori- 
zontale est la projection d'une corde de la surface perpen- 
diculaire au plan vertical et projetée verticalement en d ; 

1. Lors iné;ne que cette courbe ne serait pas tracée, comme on a ses 
asymptotes et I(>s sommets, il est facile de construire ses points de ren* 
contre avec aP, (168). 

9 
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le plan horizontal de cette corde coupe la surface suivant 
un parallèle projeté horizontalement en vraie grandeur 
suivant la circonférence de rayon oniy les points/ et ^de 
rencontre de cette circonférence avec la perpendiculaire 
menée de ^ k cd sont les deux extrémités du second 


axe. 


Remarque, A cause de la direction de la trace verti- 
cale aPj du plan sécant^ cette droite rencontre nécessai- 
rement l'hyperbole (168) contour apparent vertical de 
la surface ; il y a donc toujours dans ce cas des sommets 
situés sur la parallèle menée par o à la ligne de terre ; 
pour démontrer que la courbe en projection horizontale 
est une ellipse (en admettant que la section soit du second 
degré), il suffît donc de faire voir qu'il y a des points de 
l'intersection projetés horizontalement entre les perpen- 
diculaires menées par les sommets c ei d a l'axe cd .\ or 
le plan horizontal mené par le point de rencontre de d)i 
avec Pa, point situé nécessairement entre d et d\ coupe 
le plan PaP^ suivant une horizontale dont la projection, 
qui passe par o , est nécessairement comprise entre les 
perpendiculaires menées par c et d h cd *, cette droite 
coupe nécessairement la projection du parallèle d'inter- 
section avec l'hyperboloïde, projection qui a pour centre 
le point o. 

21 5. Pour avoir la tangente en un point r de la pro- 
jection horizontale, on mène les projections rA", ri 4es 
génératrices rectilignes qui passent par ce point ; la droite 
kl qui joint les traces horizontales de ces droites est 
la trace horizontale du plan tangent au point projeté 
en r ; le point h de rencontre de l/c et de aP est la traça 
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horizontale de la tangente cherchée. Cette tangente a 
donc pour projection horizontale la droite rh. 

216. Bien que les sommets c tid aient été détermi- 
nés directement^ nous allons donner une seconde solu- 
tion pour la construction directe de ces points. 

Les points c eid sont les projections des points de 
rintersection situés dans le plan du méridien principal 
et par conséquent sur la droite oi.dV^ suivant laquelle ce 
plan coupe le plan PaP^ ; la question revient donc à dé- 
terminer les points oîi celte droite rencontre Thyperbo- 
loïde. Si nous concevons le cône de révolution engendré 
par oi.aV^ tournant autour de Taxe, les points cherchés 
sont nécessairement situés sur les parallèles communs à 
ce cône et à Thyperboloïde. Or. ces parallèles communs 
peuvent être considérés comme engendrés par les points 
de rencontre du cône avec une génératrice quelconque 
de Thyperboloïde faisant une révolution autour de Taxe; 
si donc on construit les points de rencontre d'une géné- 
ratrice de rhyperboloïde avec le cône, on aura un point 
de chacun des parallèles cherchés ; le cône engendré par 
o« .Pa a pour trace horizontale la circonférence engen- 
drée par le point /; la génératrice ab. dU de l'hyperbo- 
lolde rencontre la surface de ce cône aux points c^^tf^i 
d^.cP^ (204) y et les parallèles correspondants^ projetés ver- 
ticalement suivant les parallèles menées de d^ et c^| à la 
ligne de terre, rencontrent oi. Vol aux points c.d^ d.cf\ 
c eid sont donc les sommets cherchés. 

21 7. Cas d'une section hyperbolique. 

Considérons le cas oîi la trace verticale du plan sécant 
QPQi (%• 62) fait avec la ligne de terre un angle plus 
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grand que celui que fait avec cette ligne la projection 
verticale liU de la génératrice a b. dU de Thyperboloïde 
parallèle au plan vertical de projection ; la section est 
alors une hyperbole (213) ; les sommets sitaés dans le 
plan du méridien principal sont déterminés comme pré« 
cédemment (214) au moyen des points de rencontre de 
i*hyperbole, contour apparent de la surface et dont on a 
les sommets et les asymptotes, avec la trace verticale du 
plan. 

Si Ton conçoit deux tangentes aP^j/nV au contour ap- 
parent vertical parallèles à la trace verticale du plan sé- 
cant, selon que cette trace sera située en dehors de ces 
deux tangentes, coïncidera avec Tune d'elles, ou sera 
comprise entre les deux, l'hyperbole d'intersection aura 
deux sommets dans le plan du méridien principal, n'en 
aura qu'un seul ou pas du tout ; dans le premier cas, 
l'hyperbole, projection horizontale de l'intersection, a 
pour axe transverse la trace du méridien principal ; dans 
le second cas, les deux sommets se réduisent à un seul, 
^t l'hyperbole devient le système de deux droites ; dans 
le troisième, elle a son axe transverse perpendiculaire à 
cette trace. 

Lors même que la projection verticale du méridien 
principal ne serait pas construite, on sait lui mener des 
tangentes parallèles à une direction donnée et, par consé- 
<[uent, on peut reconnaître à priori la position de la pro- 
tection horizontale de l'intersection. Ces tangentes sont 
du reste les traces verticales des plans tangents parallèles 
au plan donné et nous avons vu comment on détermine 
ces traces (157). 

Les considérations précédentes permettent de démon- 
trer à priori, sans que l'on ait égard à la considération du 
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cône asymptote, que la <:ourbe d'intersectiori est une hy- 
perbole, si Ton admet qu'elle est du second degré; en 
effet, avec la direction donnée pour la trace verticale on 
trouve nécessairement deux tangentes à l'hyperbole de 
contour apparent parallèles à celte trace; tout plan pa- 
rallèle au plan donné et ayant sa trace verticale comprise 
entre les deux tangentes coupe la surface suivant une 
courbe du deuxième degré, dont la projection horizon- 
tale a pour axe la trace horizontale du méridien princi- 
pal sans avoir de point sur cette trace ; cette courbe est 
donc une hyperbole; il en est de même'des projections 
horizontales des intersections données par tous les plans 
parallèles. 

* 

218. La figure 62 présente es trois cas d'intersec- 
tion : " , 

1* Le plan QPQi, dont la trace verticale ^Q^ coupe le 
contour apparent vertical aux points al et z', donne une 
hyperbole dont la projection horizontale a pour som- 
mets les projections horizontales u et i correspondantes 
à u' et /. Les points if et w oh. sa trace horizontale coupe 
la trace horizontale de Thyperboloïde sont aussi des 
points de l'intersection. 

Pour déterminer les asymptotes^ il suffît de chercher 
les projections des tangentes aux points de l'intersection 
situés à l'infini ; ces points sont donnés par les généra- 
ti'îcesde l'hyperboloïde parallèles au plan sécant; or le 
plan. tangent à l'hyperboloïde en chacun de ces points 
situés à l'infini est tangent au cône asymptote suivant la 
génératrice parallèle aux deux génératrices de Thypcr- 
boloide qui déterminent le point considéré ; od.Jii! est 
une génératrice du cône asymptote parallèle au plan sc^ 
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cant QpQi, dh tangente à la trace horizontale du cône 
est la trace horizontale d'un plan asymptotique et le 
point h de rencontre avec Qp est la trace horizontale 
d'une asymptote ; le plan asymptotique étant mené sui- 
vant une génératrice du cône asymptote parallèle au plan 
QPQ,, son intersection avec ce dernier plan, c'est-à-dire 
l'asymptote cherchée, est parallèle à cette droite ; la pa- 
rallèle eh menée de ^ à la projectien horizontale od de la 
génératrice de contact est une asymptote de la projec- 
tion horizontale de l'intersection. 

On pourrait obtenir la seconde asymptote de la même 
manière; on peut aussi la construire par symétrie par 
rapport à l'axe transverse u t. Comme vérification, la 
droite e h doit passer par le point e milieu de utel 
centre de la projection horizontale de l'intersection. 

219. 2* Le plan PaPj, dont la trace verticale oP, est 
tangente au contour apparent et qui est tangent par con- 
séquent à la surface^ donne comme intersection les deux 
génératrices fcad^gcoLd qui passent par le point 
de contact c.d. 

Si Ton appliquait à ce cas la construction générale 
pour déterminer les asymptotes, on serait conduit à se 
servir du même plan tangent au cône asymptote que 
dans le cas précédent ; la trace horizontale g* d'une géné^ 
ratrice d'intersection cg.ad^ doit donc se trouver sur la 
trace horizontale d/ide ce plan tangent et les projec- 
tions des deux droites d'intersection doivent être parais 
lèles aux asymptotes déjà déterminées pour la première 
section, ce que Ton savait du reste à priori, puisque des 
plans sécants parallèles donnent des sections homothéti- 
ques^ dont les asymptotes sont par conséquent parallèles» 
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220. 3** Le plan RyRi, dont la trace verticale yR^ n'a 
aucun point commun avec le contour apparent, donne 
une intersection dont la projection horizontale klrykj^r^ 
a son axe transverse perpendiculaire à la trace du méri- 
dien principal. Ce plan coupe le cercle de gorge aux 
points /,/,//i ; aux points 1,1^ de la projection horizontale 
la projection de la courbe est tangente à celle du cercle 
de gorge. 

Les asymptotes sont déterminées de la même manière 
que dans le premier cas et au moyen du même plan 
tangent au cône asymptote, puisque les plans sécants 
QpQj, RyRi sont parallèles. Le point 8 de rencontre des 
asymptotes donne la projection du centre, et au moyen 
du centre on peut avoir les sommets, car qn a facilement 
la projection verticale / de ce point et par suite la pro- 
jection horizontale du parallèle sur lequel se trouve le 
centre et par siiite les sommets. 

221. Détermination directe des sommets. — Nous avons déter- 
miné les sommets dans ce dernier cas au moyen des asymptotes; 
on peut se proposer de les déterminer directement : si Ton con- 
struit l'intersection en employant des plans sécants auxiliaires 
parallèles au plan vertical de projection, chaque plan coupe le 
plan sécant suivant une droite toujours projetée suivant ^I^i et 
Fhyperboloîde suivant des hyperboles homothétiques dont les 
projections verticales ont toutes pour asymptotes les projections 
des génératrices parallèles au plan vertical ; chaque plan sécant 
donnera généralement deux points de Tintersection et la droite qui 
joint ces deux points a sa projection horîzontale parallèle à fa 
ligne de terre; on aura un point situé à une distance minimum de 
Taxe non transverse, c'est-à-dire un sommet, quand cette droite 
deviendra tangente ou que les deux points de rencontre se c(m- 
fondront en un seul ; comme les projections verticales de ces points 
sont situées sur ^J{^ , il suffit donc de déterminer le point de con- 
tact de yRi avec une hyperbole dont les asymptotes sont données. 
*€e point de contact est le point /' milieu de la partie de ^K^ 
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comprise entre les deux asymptotes. On en déduit les deux pro- 
jections horizontales / et i\, 

222. Pour faciliter la lecture du résultat, Thypcrbo- 
loïde a élcliinîlé à un parallèle supérieur plus petit que 
la trace horizontale ; on Ta supposé réduit à sa surface 
considérée comme sans épaisseur et non transparente. 
On a alors représenté comme lignes vues en projection 
horizontales les projections des parties des intersections 
situées au-dessus du cercle de gorge et celles des parties 
situées au-dessous qui appartiennent à des parallèles 
plus grands que le parallèle supérieur* 

223. Dans le cas où le plan sécant fait avec le 
plan horizontal un angle égala celui des génératrices 
de rhyperboloïdcy la trace verticale de ce plan est pa- 
rallèle à une asymptote du contour apparent vertical et 
par conséquent ne rencontre plus cette courbe qu'en un 
point ; on n'obtient plus qu'un sommet et la courbe 
d'intersection est une parabole. 

Si le plan passe par le centre, il est tangent au cône 
asymptote et contient deux génératrices de Thyperbo- 
loïde parallèles à la génératrice de contact (1 56) ; f in- 
tersection se compose filors de ces deux génératrices 
parallèles. 

224. Intersection dun plan et dHun ellipsoïde à trois 
axes inégaux. 

Soient o.6'(fig. 63) le centre d'un ellipsoïde à trois axes 
inégaux, «i.a'^ l'un des axes parallèlesà la ligne de terre, 
o.éd MVL second axe vertical et le troisième ef.d\ soit 
PaPi le plan sécant. Nous aurons recours pour délcrmi- 
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ner rintersecdon à des plans auxiliaires perpendiculaires* 
au plan vertical coupant la surface suivant des ellipses pro- 
jetées horizontalement suivant des circonférences (133). 
Prenons sur ab à partir du centre o une longueur oe^s 
ocy menons e^^^ perpendiculaire à la ligne de terre jus* 
qu'en un point ^^ de rencontre avec le contour appa- 
rent vertical ; tfjJ est la trace verticale d'un plan pas- 
sant par le centre et satisfaisant à la question , car les deux 
demi-axes œ^ oe^ de sa projection horizontale sont 
égaux. Il en sera de même de toutes les parallèles à c/^^ 
Soit ml ri la trace verticale d'un des plans auxiliaires ; la 
projection horizontale de son intersection avec l'ellip- 
soïde est la circonférence m Uj celle de son intersection 
avec le plan PaP, est la droite //^ (*) qui rencontre m n 
aux points /et l^\ l et /^ sont les projections horizontales 
de deux points de Tintersection ; on en déduit les deux 
projections verticales /,/j. 

Les points de Tintersection situés sur les contours ap* 
parents ont été déterminés au moyen des sections faites 
dans le plan PaP^ par les plans principaux parallèles aux 
plans de projection. Ces points sont p et ^ sur le con- 
tour apparent horizontal^ ^ et e' sur le contour apparent 
vertical. 

On peut déterminer facilement la tangente en un 
point quelconque de l'intersection, puisqu'on sait (133) 
mener à l'ellipsoïde un plan tangent par un point quel- 
conque de sa surface. 

Si l'on veut mener à l'intersection une tangente paral- 
lèle à un plan quelconque, on déterminera d'abord la 

1 • CeUe droite U\ est parallèle à. la projection horizontale pq de l'in- 
tersection de PaPi avec un plan pp*q' parallèle aux plans sécants. 


138 GÉOMÉTRIE DESCRIPTIVE. 

direction de cette tangente en cherchant l'intersection 
de ce plan et du plan sécant ; cette direction détermine 
un cylindre circonscrit à l'ellipsoïde et dont la surface 
contient les tangentes cherchées ; il suffit donc de con^ 
struire les génératrices suivant lesquelles ce cylindre est 
coupé par le plan sécant PaP^. 

Appliquons cette solution au cas où la tangente est ho- 
rizontale ; les génératrices du cylindre circonscrit sont pa- 
rallèles à Pa, et sa courbe de contact avec Tellipsoïde, qui 
estdansleplan diamétral conjugué des cordes horizontales 
parallèles à Pa, est projetée suivant une ligne droite qui 
joint les points de contact u et r du contour apparent 
horizontal avec les tangentes parallèles à Pa. 

Pour obtenir un point de chacune des génératrices 
cherchées, il suffit donc de chercher les points de ren- 
contre de cette courbe de contact avec le plan PaP^^ ou 
avec la droite ^.^^ suivant laquelle PaPj coupe le plan 
de la courbe. 

La courbe de contact a pour projection verticale une 
ellipse dont les axes sont dcP et f/z'; /^ rencontre cette 
ellipse (21 2 note 1 ) aux points (x', v' qui sont les projec- 
tions verticales des points cherchés. Les points (jl . (x^, v .v' 
ainsi obtenus sont non -seulement des points des tangentes 
horizontales, ils sont de plus les points de contact, puis- 
qu'ils appartiennent à la courbe de contact de rellip-* 
solde avec le cyhndre circonscrit. 

225. Déterminer les points de rencontre dune 
droite et dHun ellipsoïde. 

Soient o.d (fig. 64) le centre d*un ellipsoïde, ah .dU 
l'un de ses axes parallèles à la ligne de terre, o.dcf wn 
second axe vertical et le troisième ef.d\ soit mn . rriré la 
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droite dont on demande les points de rencontre avec la 
surface. 

PBEMIEH prog^d:^. Le plan projetant de la droite sur 
le plan vertical coupe Tellipsoïde suivant une ellipse dont 
on a facilement les deux axes en projection horizontale : 
Fun est^^; pour obtenir l'autre^ nous mènerons parle 
centre de l'ellipsoïde Un plan parallèle au plan projetant 
de la droite ; l'ellipse, projection horizontale de la section 
donnée par ce plan, a pour demi-axes oe^ ol\ cette 
ellipse est homothétique à la projection horizontale cher- 
chée ; on mènera donc par le point h milieu de hk une 
parallèle hp àœ et par le sommet ^^/7 parallèle à^/; le 
point p est un sommet de l'ellipse cherchée ; les points 
/* et i^ communs à cette ellipse (21 2, note 1 ) et à la pro- 
jection horizontale mn de la droite sont les projections 
horizontales des points demandés ; on en déduit facile- 
ment les projections verticales / et (/ situées sur ni ri. 

226. DEUXIÈME PROCÉDÉ. Le plan projetant de la 
droite sur le plan vertical coupe l'ellipsoïde suivant une 
ellipse dont l'un des axes est ^U et l'autre est le double 
de hp donné par la construction précédente. Pour déter- 
miner facilement les points de rencontre de cette ellipse 
avec la droite donnée, nous les projetterons sur un plan 
auxiliaire perpendiculaire au plan vertical et choisi de 
manière que l'ellipse d'intersection se projette suivant 
une circonférence; quel que soit ce plan, Tun des axes, 
celui qui lui est parallèle , se projettera en vraie gran- 
deur (le double de pK) ; pour que la projection soit une 
circonférence, il faut choisir la ligne de terre dans une 
direction telle que le second axe ^k! se projette sur le 
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nouveau plan suivant la même longueur 2ph ; du point 
A' milieu de^/^ comme centre avec/;A pour rayon dé- 
"crivons une circonférence, de l'extrémité ^ menons une 
tangente ^u^ à cette circonférence ; toute perpendicu- 
laire Xj/j à gfiJ pourra être prise pour nouvelle ligne de 
terre ; sur le plan auxiliaire de projection mené suivant 
co^y^ perpendiculaire au plan vertical, le centre del'ellipse 
d'intersection sera projeté en A" à la distance A"a de 
a?4 j'i égale à la clistance de A à x/j l'ellipse sera projetée 
suivant une circonférence de rayon pk, la droite suivant 
/wV déterminé au moyen des projections auxiliaires de 
deux points m . /n', n.n! \ les points r'', i^^ communs à 
mVet à la circonférence sont les projections des points 
de rencontre cherchés sur le plan auxiliaire; on en dé- 
duit les projections verticales r', ^ sur nJn! et les projec- 
tions horizontales r et ^ sur mn. 

Nous avons pris un plan auxiliaire perpendiculaire au 
plaii vertical parce que Taxe ^A' est plus grand que l'au- 
tre. Si le contraire avait lieu, on aurait recours au plan 
vertical projetant de la droite et l'on projetterait la figure 
sur un plan auxiliaire vertical. 


DIXIEME LEGON. 

227. Intersection de deux surfaces cylindriques ou 
coniques. 

Pour déterminer l'intersection de deux surfaces cylin- 
driques ou coniques on a recours à des plans auxiliaires 
coupant les deux surfaces suivant des génératrices. Ces 
plans devront par conséquent passer par les sommets des 
cônes et être parallèles aux génératrices des cylindres. 
Ainsi dans le cas de deux cônes^ ces plans passeront par 
les sommets; dans le cas d'un cylindre et d'uncône^ ils 
passeront par le sommet du cône et seront parallèles aux 
génératrices du cylindre ; dans le cas de deux cylindres» 
ils seront parallèles aux généralrices des deux surfaces. 

Dans les deux premiers cas^ tous les plans auxiliaires 
contenant une droite fixe auront leurs traces sui un même 
plan passant par la trace correspondante de cette droite; 
dans le troisième^ tous les plans sécants, étant parallèles à 
deux directions déterminées, auront leurs traces sur un 
même plan parallèles entre elles. 

228. L'intersection des deux surfaces considérées peut 
présenter une pénétration ou un arrachement; dans le 
premier cas, l'une des surfaces pénètre l'autre de part en 
part, c'est-à-dire que toutes ses génératrices rencontrent 
l'autre en deux points , un premier point d'entrée , un 
second point de sortie; dans ce cas, l'intersection se 
compose de deux courbes distinctes , celle qui joint les 
points Centrée et celle qui joint les points de sortie. 
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Dans le second cas^ chacune des deux surfaces a des gé- 
nératrices qui n'ont aucun point commun avec l'autre, 
chacune d'elles fait alors dans l'autre une entaille, un 
arrachement. Dans ce dernier cas, chaque surface a 
encore des génëratrices qui rencontrent l'autre en deux 
points, un point Centrée et un point de sortie. Ces 
points de rencontre deviennent très-voisins pour des 
génératrices voisines des plans extrêmes, et à la limite ils 
se confondent et les génératrices deviennent tangentes ; 
en ces points la courbe qui joint les points d^ entrée et 
celle qui joint les points de sortie se réunissent pour ne 
former qu'une seule courbe. 

229. n est toujours facile de reconnaître à priori si 
l'intersection de deux surfaces cylindriques ou coniques 
données présente une pénétration ou un arrachement| 
ou de disposer les données de manière à satisfaire à 
l'une ou à. l'autre de ces conditions. 

Soient donnés, par exemple, un cône dont le sommet 
est J .y (fîg. 65) et la base A . A' et une droite mn.nifi 
parallèle aux génératrices d'un cylindre ; quelle que soit 
la position de la trace horizontale du cylindre , pour dé- 
terminer l'intersection des deux surfaces on mènera par 
le sommet s.J une parallèle sh.JM à mn.rrlrl et les 
traces de tous les plans sécants auxiliaires passeront par 
la trace h de cette parallèle; menons de h des tangentes 
hty ht^ à la base A du cône ; ces tangentes sont les traces 
des plans sécants limites qui coupent le cône ; si donc la 
trace du cylindre est une courbe B coupée par les deux 
tangentes, tous les plans sécants qui contiennent des gé- 
nératrices du cône contiendront deux génératrices du 
cylindre ; chaque génératrice du cône rencontrera deux 
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génératrices du cylindre, il y aura donc pénétration du 
cylindre par le cône. Si la trace du cylindre est une 
courbe B^ n'ayant aucun point commun avec les tangen- 
tes ht y ht^^ on voit de même que le cylindre pénètre le 
cône et que si le cylindre a pour trace une courbe B, cou- 
pant Tune des tangentes et n'ayant aucun point commun 
avec l'autre, l'intersection présente un arrachement, car 
les génératrices du cône qui ont leurs traces sur l'arc rî^ 
sont en dehors du cylindre , et les génératrices du 
cylindre qui ont leurs traces sur Tare p&^q sont en dehors 
du cône. 

Dans le cas d'une trace B, du cylindre tangente à ht 
et ne coupant pas ht^y l'intersection présente une péné- 
tration du cône par le cylindre avec un plan tangent 
commun. 

Dans le cas d'une trace du cylindre tangente aux deux 
droites ht^ hf'^y les deux surfaces ont deux plans tangents 
communs ; il y a alors pénétration réciproque^ On rai- 
sonnerait tout à fait de la même manière, si, au lieu d'un 
cylindre et d'un cône, on avait à considérer deux cônes 
ou deux cylindres. 

230. Remarque. Si Ton considère une génératrice 
limite d'une surface, c'est*à-dire située dans un plan 
auxiliaire limite coupant cette surface et tangent à l'au- 
tre, au point de l'intersection donné par cette généra- 
ratrice, l'intersection des plans tangents aux deux sur- 
faces est cette génératrice même , puisqu'elle est située 
dans chacun d'eux ; ses projections sont donc tangentes 
aux projections de l'intersection. Il importe donc de 
\ déterminer les points de l'intersection situés sur ces gé- 
nératrices. 
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Par une raison analogue , il importe de déterminer 
les points situés sur les contours apparents des deux 
surfaces. 

231 . Exemple de F intersection de deux cylindres. 
(Pénétration.) 

Soient AA^.A'A',, BB^.B^B^, (fig. 66) les projections 
de deux cylindres dont les bases inférieures A, B sont 
situées sur le plan horizontal de projection. Par un point 
quelconque o . d menons om . dniy on . dn! parallèles res- 
pectivement aux génératrices des deux cylindres, et soit 
mn la trace horizontale du plan de ces deux droites ; 
mn donne la direction des traces des plans sécants 
auxiliaires qui coupent les deux cylindres suivant des 
génératrices (227) . 

Les tangentes parallèles à mn menées à la base B de 
l'un des cylindres coupent toutes deux la base A de l'au- 
tre; le cylindre B (') pénètre donc le cylindre A. — Soit 
abcdxxne parallèle kmn comprise entre les deux tan- 
gentes à B('); le plan auxiliaire qui a pour trace horizon- 
tale cette droite coupe chacun des deux cylindres suivant 
deux génératrices dont les traces horizontales son t a et ^ 
pour le cylindre A, c et ^pour le cylindre B, les points 
1.1'^ 2.2^^ 3.3'| 4. 4'y communs aces génératrices, sont 
des points de l'intersection. 

On peut répéter cette construction autant de fois que 
Ton veut. 

1 Pour simplifier Is langage, nous désignerons souvent une sar&oe 
par une lettre qui désigne soit une base, soit un contour apparent, lors- 
qu'il n*y aura pas de confusion possible. 

2* Le plan dont la trac^ est abcd a été choisi de manière à contenir 
une génératrice de contour apparent du c^'lindre B, afin d*éYiter la 
répétition de constructions qui compliqueraient trop la figure. 
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En l'appliquant aux génératrices limites dont les traces 
horizontales g^ €y h, /', sont données par les traces des 
plans tangents à B, on obtient les points a. a', p.p', •y-y\ 

On obtient de même tous les points de l'intersection 
situés sur les génératrices de contour apparent. Le plan 
sécant indiqué sur l'épure et dont la trace est abcd con- 
tient la trace de l'une de ces génératrices ; il donne les 
points 1.1', 3. 3' situés sur une génératrice de contour 
apparent au cylindre B. La même construction donne 
4 points sur chaque contour apparent des deux cy- 
lindres. 

On joint par un trait continu sur les deux plans de 
projection les projections des points qui appartiennent 
à la courbe d'entrée, puis celles des points qui appar- 
tiennent à la courbe de sortie et Ton obtient l'intersec- 
iion cherchée 

Il importe de bien suivre l'ordre dans lequel il faut 
joindre les différents points ; pour cela il suffit de suivre 
sur le cylindre qui pénètre l'ordre dans lequel se succè- 
dent les génératrices qui donnent ces différents points j 
on numérotera les traces horizontales de ces génératrices 
et on marquera des mêmes nombres les points corres- 
pondants de l'intersection, en affectant d'un même indice 
ceux qui appartiennent à la courbe d'entrée et d^u» 
même indice différent du premier ceux de la courbe de 
sortie 

232. Distinction des parties ifues et des parties ca^ 
chées. 

Tout point de l'intersection vu sur l'un des plans dé 

10 
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projection est donné nécessairement par deux généra- 
trices vues sur ce plan. 

Nous avons indiqué précédemment comment on re« 
connaît sur la surface d'un cylindre quelles sont les gé- 
nératrices vues par rapport à chacun des plans de pro- 
jection , il est alors facile de reconnaître pour un point 
quelconque de l'intersection des deux cylindres s'il ap- 
partient à la fois à deux génératrices vues ; dans ce cas 
il est vu sur le plan de projection que Ton considère, 
dans les autres cas il est caché ; la courbe d'intersection 
qui passe par ce point est vue et reste vue de chaque 
côté du point considéré jusqu'au premier point de ren- 
contre avec une génératrice de contour apparent; le 
reste de cette courbe^ n'étant pas visible sur l'un des 
deux cylindres ou sur tous les deux, est caché. 

Si l'on considère, par exemple, le plan vertical, les 
points limites ^.S', p.p' étant situés sur des génératrices 
vues sur les deux cylindres sont vus ; il en est de même 
des points voisins de la courbe d'intersection jusqu'aux 
points projetés en \fl^^ d'une part et en i/, p' de l'autre, 
Qif est situé sur le contour apparent vertical B, et les 
trois autres sur celui de A); les portions de courbe (t'^v', 
w'py de la projection verticale de l'intersection doivent 
donc être représentées en lignes pleines et le reste en 
ponctué. De^même, sur la projection horizontale, si L'on 
considère la génératrice limite qui a sa trace horizontale 
h sur A et qui rencontre une génératrice oiZ.az située 
sur la partie supérieure du cylindre B, on voit que le 
point a. a est vu; par suite la portion \ ai^de la pro- 
jection horizontale de Tintersection comprise entre ce 
point et les points 1 et (^ du contour apparent horizon- 
tal de B, qui se présente le premier de part et d'autre, 
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doit être représentée en ligne pleine et le reste en ponc- 
tué. 

Le point de la seconde courbe projeté en f est vu et la 
courbe est vue jusqu'aux points projetés en 5 et 6 sur 
le contour apparent de A ; le reste de celte courbe est 
caché. 

Pour distinguer les parties vues des parties cachées 
d'une génératrice de contour apparent^ celle du cy- 
lindre B qui est projetée horizontalement en c . 3 • f ^ 
par exemple, on remarquera que les points projetés ho- 
rizontalement en 1 et 3 sont les points où cette géné- 
ratrice perce le cylindre A ; la portion comprise entre 
ces points est donc cachée^ si l'on ne considère que le 
plan horizontal. Le point de pénétration projeté en 3 
est sur une partie cachée de la courbe d'intersection ; 
la génératrice qui pénètre en ce point est donc cachée 
par le cylindre A ; on représentera donc sa projection 
horizontale en ponctué jusqu'au point de rencontre avec 
le contour apparent de A. Le point de sortie projeté en 
1 appartient à une courbe vue, la génératrice devient 
donc vue à partir de ce point, et sa projection horizon- 
tale est représentée en ligne pleine. 

On détermine de la même manière les parties vues et 
les parties cachées des autres génératrices de contour 
apparent des deux cylindres «sur les deux plana de pro« 
jectioa. 

233. Consp'uction de la tangente^ 

Pour mener la tangente en un point quelconque 2.2' 
de l'intersection, on mènera les traces horizontales ax, 
dv des plans tangeata en ce point aux deux cylindres ; 
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le point T de rencontre de ces traces est la trace hori- 
zontale de la tangente cherchée dont on a alors facile- 
ment les deux projections t.2, t'.2' *. 

234. Construction dés tangentes horizontales. 

Deux plans tangents qui déterminent par leur inter- 
section une tangente horizontale ont leurs traces hori- 
zontales parallèles ; il suffit donc, pourlcs construire, de 
trouver parmi les traces des plans sécants auxiliaires 
celles qui coupent les bases en des points ouïes tangentes 
à ces bases sont parallèles. 

Si les bases sont des courbes homothétiques, les points 
de contact avec des tangentes parallèles sont des points 
homologues et la droite qui joint ces points passe par un 
centre de similitude. Dans ce cas on obtiendra donc les 
points de Tintersection où la tangente est horizontale en 
construisant les points communs aux génératrices menées 
par les points homologues de rencontre des bases des 
plans auxiliaires passant par les centres de similitude. 


1. Cette construction est en défaut pour les points de Tintcrsection qui 
seraient situés à la fois sur deux génératrices de coiltour apparent par 
rapport à un même plan de projection, car alors les plans tangents aux 
deux cylindres en ce point étant perpendiculaires au plan de projection, 
la projection de la tangente sur ce plan se réduirait à un point ; elle est 
aussi en défaut pour les points de Tintersection où les deux surfaces au- 
raient même plan langent. Dans ce dernier cas, si Ton veut obtenir la 
tangente, on a recours à une courbe d'erreur : on détermine les traces 
borizontales des tangentes menées aux points voisins du point considéré 
et Ton joint ces points par un trait continu ; cette courbe est le lieu des 
traces horizontales des tangentes à l'intersection ; son point de rencontre 
avec la trace borizontale du plan tangent à Tune des surfaces au point con- 
sidéré est la trace horizontale de la tangente cherchée. * 

Nous indiquerons plus loin (239) une construction directe pour déter- 
miner les tangentes aux points doubles de deux surfaces cylindriques ou 
coniques qui se coupent suivant deux courbes planes. 
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Dans le cas de notre épure oîi les bases sont des cir- 
conférences on a pu appliquer cette construction; les 
points cherchés sont projetés verticalement en e',Yi',6',Ç', 
L'un des centres de similitude est en dehors de Tépure; 
pour avoir la trace du plan correspondant on a mené 
une droite parallèle à mn et allant concourir au point 
de rencontre d'une tangente extérieure commune aux 
hases avec la ligne des centres'. 

Dans le cas général, on est ohligé d'avoir recours à 
une courhe d'erreur. 

. 235. Exemple de V intersection cCun cylindre et 
dun cône (arrachement). 

Soient A. A' (fig. 67) la base du cône, s.s* son som- 
met et B la trace horizontale du cylindre dont pq-p'q' 
est une génératrice. Menons par s.s une parallèle sh. 
JH aux génératrices du cylindre ; les traces horizontales 
des plans sécants auxiliaires passeront par le point hy 
trace horizontale de cette parallèle. La tangente Aè, me- 
née de ft à la base du cylindre, rencontre la base du cône 
aux points a, p. La tangente ha^ menée du même point 
à la base du cône, rencontre la base du cylindre aux 
points 7, J; les génératrices du cône qui ont leurs traces 
sur l'arc P(Aa ne rencontrent donc pas le cylindre et les 
génératrices du cylindre qui ont leurs traces sur l'arc yvJ 
ne rencontrent pas le cône ; l'intersection présente donc 
un arrachement. Un plan auxiliaire, dont la trace hori- 


» 1. On résout simplement ce problème en menant par un point quel- 
conque de la ligne des centres une parallèle à la tangente et une paral- 
lèle à mn^ on en déduit par une quatrième proportionnelle la -distance à 
laquelle la parallèle à mn qui satisfait à la question doit être menée de la 
parallèle auxiliaire à la même droite. 
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zontale hprnm est menée entre les traces des plans li- 
mites, coupe diacune des deux surfaces suivant deux ^& 
nëratrices; les points 1.1', 2.2f, 3.3', 4-.4' communs à 
ces génëratrices sont des points de Tintersection. On 
peut rëpëter cette construction pour autant de plans sé- 
cants que l'on veut. En menant les plans qui contien- 
nent les génératrices limites on obtient les points s.e', 

On obtient de même les points situés sur les généra- 
trices de contour apparent des deux surfaces^ 

Pour ne pas commettre d'erreur dans Tordre dans le- 
quel il faut joindre les points obtenus, il convient de 
commencer par un plan limite ; on joint ce point de part 
et d'autre aux deux points donnés par le plan sécant le 
plus voisin et l'on a un premier élément de l'intersec- 
tion ; on prolonge cette courbe de part et d'autre jus- 
qu'aux points donnés par le plan suivant et ainsi de 
suite. 

La tangente p4.p'4' en un point quelconque 4.4' se 
détermine comme dans l'exemple précédent au moyen 
de la trace horizontale p de l'intersection des plans tan- 
gents au cône et au cylindre au point 4.4\ 

236, Ponctuation. — Si l'on suppose les deux solides 
existant simultanément, comme dans le cas que nous 
avons considéré de l'intersection de deux cylindres, on 
ponctuera le résultat d'après les mêmes considérations ; 
mais nous supposerons ici que le cylindre soit enlevé et 
que l'on représente le cône avec l'entaille faite par le cy- 
lindre. Dans ce cas les génératrices de contour apparent 
du cône ne sont plus cachées par le cylindre, elles sont 
donc vues jusqu'aux points de rencontre avec la courbe 
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d'intersection; chacune de ces génératrices est interrom- 
pue entre les deux points de rencontre, puisque la par- 
tie comprise entre ces points est enlevée par le cylindre. 
Quant aux projections de la courbe d'intersection, toutes 
les parties qui appartiennent à des génératrices vues du 
cône sont vues ; de plus, il y a des parties qui seraient 
cachées par le cône, s'il était entier, et qui deviennent 
vues à travers l'entaille faite par le cylindre; telles sont 
les parties cd^ ef de la projection horizontale et les par- 
ties Wj kl de la projection verticale. 

Bien que le cylindre soit enlevé, les portions de géné- 
ratrices de contour apparent de cette surface comprises 
entre les points de rencontre avec le cône doivent être 
représentées comme lignes réelles cachées, car ces droites 
limitent la surface de l'entaille cylindrique faite dans le 
cône» 

237. De quelques cas particuliers de t intersection 
de deux surfaces cylindriques ou coniques du second 
degré. 

1 • Quand deux surfaces du second degré ont deux 
plans tangents communs ou une courbe plane commune, 
l'intersection de ces deux surfaces se compose de deux 
courbes planes ; on peut donc se servir de cette considé- 
ration pour construire l'intersection. 

2** Quand les deux surfaces ont un plan de symétrie 
commun, sur tout plan parallèle à ce plan de symétrie 
l'intersection se projette suivant une courbe du second 
degré. 

3** Si cette dernière condition est réunie à l'une des 
deux premières^ les plans des courbes d'intersection 
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.sont perpendiculaires à Tun des plans de projection et 
ces courbes se projettent sur ce plan suivant des lignes 
droites. 

238. Exemple, — Soient t® un cône de révolution 
limité à sa base A. A' (fig. 68) située dans le plan hori- 
zontal de projection et dont le sommet s.s^ est au-des- 
sous de ce plan, et 2* un cylindre ayant pour directrice 
la base A. A' et dont les génératrices sont parallèles à 
une droite mn.mlri parallèle au plan vertical de pro- 
jection : Tinlersection des deux surfaces se compose de 
la circonférence commune et d'une seconde courbe 
(liane symétrique par rapport au plan mené par Taxe du 
cdne parallèlement au plan vertical de projection ; la 
(projection verticale de la seconde partie de Fintersection 
est donc une ligne droite ; on obtient deux points de 
cette projection en menant les génératrices du cylindre 
-situées dans le plan de symétrie et passant par les points 
a^a\ bM 'j les points ct^ c de rencontre des projections 
verticales de ces génératrices avec celles des génératrices 
du cône situées dans le même plan sont deux points de 
la droite cherchée. On obtient facilement les deux axes 
de l'ellipse projection horizontale de l'intersection , 
puisqu'on est ramené à l'intersection d'un cône de ré- 
volution par un plan perpendiculaire au plan verti- 
cal (201). On n'a représenté en lignes pleines sur l'épure 
que la partie utile de l'intersection, celle qui appartient 
à la partie considérée de la surface du côae. Pour la 
ponctuation, on a supposé dans cet exemple que le cône 
est réduit à sa surface. 

.239. La tangente en un point double /ou /| de la 
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projection horizontale de l'intersection peut s'obtenir 
en cherchant l'intersection du plan tangent au cône 
en ce point avec le plan de la courbe, mais nous 
allons donner pour cette tangente une construction 
générale qui s'applique aux points doubles de l'inter- 
section d'un cône et d'un cylindre quelconques qui ont 
deux plans tangents communs ou une courbe plane 
commune. 

Appliquons la méthode générale donnée pour dé- 
terminer l'intersection d'un cône et d'un cylindre; soit 
r.r' le point où la parallèle menée par le sommet du 
cône aux génératrices du cylindre rencontre le plan 
de la base du cône ; un plan sécant auxiliaire dont la 
trace est rgk donne quatre points de l'intersection pro- 
jetés horizontalement en e^ fj g^ k ; la droite projetée 
en e/" qui joint deux de ces points^ qui n'appartiennent 
pas à une même génératrice^ est située dans le plan 
d'une des courbes d'intersection; comme elle est aussi 
dans le plan sécant mené par la droite sr .s'r'^ le point /i 
oîi ef rencontre sr est la projection horizontale du 
point où la droite sr . s^r' renconlre le plan de cette 
courbe; or la tangente au point l.t est l'intersection 
du plan de la courbe avec le plan tangent au cône en 
ce point et ce plan tangent qui çst en même temps 
tangent au cylindre contient la droite sr . s'r' ; le point 
de rencontre projeté en h est donc un point de cette 
tangente et par suite Ih est la projection horizontale de 
la tangente cherchée. 

240. Cette construction est applicable également au 
cas de l'intersection de deux cônes qui ont deux plans 
tangents communs. 
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241 . Dans le cas de deux cylindres , les cordes telles 
que ef considérées dans le cas précédent, au lieu de con- 
courir en un point ft, sont parallèles entre elles et don- 
nent la direction de la tangente cherchée* 


/ 


ONZIEME LEGON. 

DES BRANCHES INFINIES DANS LES INTERSECTIONS DE 
DEUX SURFACES CYLINDRIQUES OU CONIQUES. 

242. Tout point de l'Intersection de deux surfaces 
cylindriques ou coniques, situé à l'Infini, est le point de 
rencontre de deux génératrices parallèles ou de deux 
génératrices dont Tune au moins est située à l'infini. 

1* Cas de deux cylindres. 

243. 1* Si les deux cylindres ont des directrices 
finieSy toutes les génératrices sont à des distances finies^ 
alors tout point de leur intersection situé à Tlnfîni est un 
point commun à deux génératrices parallèles ; or comme 
les génératrices de chacun des cylindres sont parallèles 
entre elles, il faut dans ce cas que les génératrices d'un 
cylindre soient parallèles à celles de l'autre; l'intersection 
ne peut donc se composer que de génératrices communes ; 
il faut de plus pour qu'il y ait intersection que les traces 
des deux cylindres sur un même plan se coupent. 

244* 2" Si Vun des cylindres a une directrice finie 
et Vautre une directrice infinie y les deux surfaces peu- 
vent encore avoir leurs génératrices parallèles , et alors 
l'intersection se compose des génératrices communes. 
Laissons de côté ce cas particulier ; soient A la directrice 
finie (fig. 69) , BB^ la directrice à branches infinies et 
rnn la direction des traces des plans sécants ; menons à 
A les tangentes cd^ e/* parallèles à mn ; généralement ces 
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tangentes et les parallèles intermédiaires ne couperont 
pas la trace BB^ en des points situés à l'infini et Tinter- 
section est limitée. Pour qu'il y ait des points situés à 
r infini , il faut que Tune des traces des plans sécants 
rencontre BBj à l'infini et par conséquent soit une asymp- 
tote de cette courbe. 

Dans ce cas , pour que Tintersection présente des 
branches infinies, il faut donc que la directrice infinie 
ait au moins une asymptote, parallèle aux traces des 
plans sécants, et que cette asymptote rencontre la direc- 
trice finie. 

On peut remarquer que quand ces conditions sont 
i*emplics les plans sécants sont parallèles à un planasymp- 
totique du cylindre à directrice infinie. 

245. Pour déterminer les asymptotes de Pinlersec- 
tion, lorsqu'elle a des branches infinies, on remarquera 
qu'un plan tangent au cylindre B en un point de Tinter- 
section donné par une génératrice située à l'infini est 
déterminé par cette génératrice et la tangente menée à 
B par la trace de cette génératrice; or cette tangente est 
l'asymptote parallèle à mn; ce plan n'est donc autre 
que le plan asymptotique donné par l'asymptote consi- 
dérée ; il coupe le second cylindre suivant des génératri- 
ces dont les traces sont a et p et qui appartiennent aux 
plans tangents à ce second cylindre, menés par les 
points de l'intersection situés sur ces génératrices mê- 
mes ; les asymptotes .sont donc les génératrices suivant 
lesquelles le plan asymptotique coupe le cylindre A. 

246. 3® iSi les directrices des deux cylindres sont 
à branches infinies, l'intersection* a généralement des 
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branches infinies. En effet , supposons trouvée la direc- 
tion des traces des plans sécants^ si aucune des bases n'a 
d*asymp.tote parallèle à cptte direction; toute trace de. 
plan sécant menée à l'infini coupera les bases des deux 
cylindres à Tinfini^ et, si les génératrices des deux cylin- 
dres ne sont pas parallèles entre elles ^ on aura des 
points de l'intersection situés à l'infini. Les asymptotes 
sont les intersections des plans tangents aux points situés 
à l'infini, ces plans sont les plans asymptotiques des deux- 
cylindres; il faut donc pour que l'intersection ait des 
asymptotes que les directrices des deux cylindres en 
aient toutes deux. 

Dans le cas où les traces des plans sécants seraient 
parallèles à une asymptote de Tune des bases ^ si cette 
asymptote rencontre la base de l'autre cylindre, les gé- 
nératrices d'intersection donneront des points situés à 
l'infini et seront elles-mêmes asymptotes à l'intersection 
(245). 

Si cette asymptote ne rencontre pas la base du deuxième 
cylindre, il n'y aura pas de branche infinie donnée par 
cette nappe infinie du premier cylindre. 

2* Cas (fun cône et cCun cylindre. 

• .24-7. Les génératrices d'un cône étant toutes menées 
par le sommet, c'est-à-dire à des distances finies, il n'y 
pas lieu de distinguer les cas ou la directrice du cône 
serait une courbe finie ou infinie. 

1 * Supposons la directrice ^ du cylindre une courbe 
finie ; aucune des deux surfaces n'ayant de génératrice à 
l'infini, l'intersection ne pourra avoir de points situés à 
l'infini que ceux qui seront donnés par des génératrices 
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parallèles; or toutes les génératrices du cylindre sont 
parallèles entre elles; toutes celles du cône passent par le 
sommet, si donc par le sommet du cône on mène une 
parallèle aux génératrices du cylindre, il faut que 
cette parallèle soit une* génératrice du cône. Supposons 
cette condition remplie; soient A (fig. 70) la base du 
cône, h la trace sur A de la parallèle menée par le som- 
met aux génératrices du cylindre ; pour que Tintersection 
ait des points situés à l'infini, il faut que les génératri- 
ces du cône voisines de la génératrice projetée en sh ren- 
contrent le cylindre et par suite que les droites voisines 
de la tangente menée de ^ à A rencontrent la directrice 
du cylindre. 

Si la baseB du cylindre est coupée par cette tangente, 
les traces des plans sécants voisins couperont la base du 
cylindre et l'intersection aura des branches infinies; les 
asymptotes seront les génératrices d'intersection du cy- 
lindre avec le plan limite tangent au cône (245). 

Si l'on considère les génératrices du cône très-voisines 
de sh y on voit que celles qui sont d'un côté de cette 
droite donnent des points de l'intersection situés très- 
loin du même côté que le sommet du cône, tandis que 
les autres donnent des points situés du côté opposé , de 
sorte que les deux génératrices du cylindre sont asymp- 
totes de part et d'autre, d'une part du même côté que le 
sommet du cône^ d'autre part du côté opposé. 

Si la tangente menée au point A à A est tangente en 
même temps à la base B^ ou B, du cylindre (fig. 70), les 
deus asymptotes se rédidseni à une seule qui est la gêné* 
ratrice de contact du cylindre avec le plan tangent com- 
mun aux deux surfaces ; cette génératrice est asymptote 
de part et d'autre mais du màne côté que le sommet, ou 
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du côté opposé suivant les positions des deux bases par 
rapport à la tangente commune. 

Si la tangente ne rencontre pas la base du cylindre, 
les génératiîces du cône voisines de celle <}ui est paral« 
l^e aux génératrices du cylindre ne rencontrent pas le 
cylindre^ Tintersection n'a pas de point situé à l'infini. 

248. 2^ Supposons que la base du cylindre soit une 
courbe à branches infinies ; il y aura d'abord à examiner 
si le cône a une génératrice parallèle aux génératrices 
du cylindre^ et aknrs il pourra y avoir des branches infi« 
nies comme dans le cas précédent ; mais il faut de plus 
examiner s'il y a des points de l'intersection sur les gé« 
nératrices du cylindre situées à l'infini. 

Soit h (fig. 71 ) la trace sur le plan des bases de la 
parallèle menée par le sommet du cône' aux génératrices 
du cylindre et supposons que h ne soit pas situé 
sur la base du cône. Menons de h les tangentes ha, 
A6 à la base A du cône; pour qu'il y ait des points 
de l'intersection situés à l'infini, il faut qu'entre les 
traces ha , hb des plans limites ^ il y ait une trace qui 
rencontre la trace du cylindre à l'infini, c'est-à-dire 
qui soit parallèle à une asymptote. Donc, pour que l'in- 
tersection d'un cône et d'un cylindre dans le cas consi- 
déré présente des branches infinies, il faut que si par la 
trace de la parallèle menée par le sommet du cône aux 
génératrices du cylindre on mène des parallèles aux 
asymptotes de la base du cylindre, l'une au moins de ces 
parallèles rencontre la base du cône. 

On détient les asymptotes en construisant les intersec- 
tions de chaque plan asymptotique correspondant à un 
point situé à riodSni avec les plans tangents au cône me- 
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nés suivant les génératrices dont les traces sont les points 
de rencontre de la base du cône avec la trace du plan 
sécant parallèle à l'asymptote correspondante. Dans le 
cas particulier oîi cette parallèle serait tangente à la base 
du cône^ les deux plans dont Tintersection donnent une 
asymptote seraient parallèles ; la branche correspondante 
aurait une forme parabolique. 

3® Cds de deux cônes. 

249. Les génératrices des deux cônes passant par les 
sommets^ c'est-à-dire à des distances finies^ l'intersection 
n'aura de points situés à l'infini que ceux qui seront don- 
nés par des génératrices parallèles. Pour reconnaître si 
deux cônes ont des génératrices parallèles, on transportera 
l'un d'eux parallèlement à lui-même de manière que son 
sommet coïncide avec le sommet de l'autre; si dans cette 
position les bases des deux cônes sur un même plan se 
coupent, ces cônes ont des génératrices communes , les 
cônes proposés ont des génératrices parallèles et l'inter- 
section a généralement des branches infinies. 

Soit A (fîg. 72) la base de Tun des cônes et Bj celle de 
l'autre, lorsque son sommet a été transporté au sommet 
du cône A. o Supposons que les bases se coupent aux 
points /72 et /i ; sm et sn sont des génératrices du cône A 
parallèles à des génératrices du cône B. 

Soit h la trace sur le plan des bases de la droite qui 
joint les sommets des deux cônes, si l'on remet le cône 
dont la base est B dans sa position première, les traces 
hn y hrn des plans sécants qui contiennent les généra- 
trices parallèles des deux cônes couperont la base B en 
des points homologues à /tz et /z ; les traces des plans 
voisins couperont donc généralement les basés des deux 
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cônes et par suite les génératrices voisines des généra- 
trices parallèles donneront des points de l'intersection ; 
il y aura donc généralement dans ce cas des branches 
infinies ; pour qu'il n'y eût pas de branches infinies , il 
faudrait que les génératrices voisines des génératrices 
parallèles ne pussent se rencontrer , c'est-à-dire que les 
deux bases fussent tangentes de cotés différente d'une 
même droite passant par le point A, ou qu'après le 
transport du cône B les bases A et B^ fussent tangentes 
extérieurement. 

Les asymptotes sont données par les intersections de 
plans tangents menés suivant les génératrices parallèles 
des deux surfaces^ elles sont donc parallèles à *es géné- 
ratrices. 

Dans le cas où A et B sont des courbes tangentes , les 
plans tangents à A et B menés suivant les génératrices 
parallèles sont eux-mêmes parallèles et la branche infinie 
correspondante a une asymptote située à l'infini ; elle a 
donc la forme parabolique. 

250. Détermination des points doubles dans les 
projections de l intersection de deux surfaces du se- 
cond degré. 

Soit A (fig. 73) un point commun à deux parties B et 
C de la projection horizontale de l'intersection de deux 
surfaces du second degré. Cette projection horizontale 
correspond à deux points de Tintersection situés sur une 
même verticale, projetés verticalement en A' et A*"^ et dé- 
terminant une corde verticale commune aux deux sur- 
faces. Ce point A est en même temps la projection hori- 
zontale de tous les points de celte corde verticale et par 
conséquent de son point milieu ; or ce point milieu ap- 

11 
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pafrtivntS chactm des plans diamétraus eoDJngnés^ deï 
cordés* verticales dans les denx sai^^Kies et par- suite à 
l'intersection de ces plsms^. Si donc cnanconstrait bbpBO-** 
jection Borizontale de rintersection des plansr diamétniiis; 
conjugués der cordes Terticahrs-dluiSibes^dEeiiMisurÊNsefty, 
cette projection passe par tous-le? points doubles de la 
projection Korizontèrie de* rint^ersMfioav 

On irërifierait dé mf tne les points- doubles de* la pre- 
jectfon verticr'de au moyen ^l'interaction d^ jiksoÊS 
diamétraux conjugués des cordes perpendioidams aa 
p&ff Ttsrtical' dtos- t^ts'dlniar suRÊMees; 

S5i'. Sr VàTÊ veut sesepvirr de eest^coioîâëiBÉiaiispGur 
construire directement les points doubles^ on renmr^ 
quera- que les points àe hr prcjectlon horizontale projetés 
en Aj par exemple*^ sont* situés sur les intorseetion& des 
denx' surfkccfs^ pav le pltni vi^eal projetant de Tintâ^ec- 
lion* dès'dbirx«p^an9'^métt^aa^;:.lesr points de neaeoiitne 
(les projections verticales de œs- deux, sections planes 
donnent les projections des deux extrémités des cordes 
verticales communes; 

252. Ces constructions sont trop longues ponr qo^on 
y ait recours généralement dans la pratique, mais dans 
un grand nombre dé cas, elles peuvent donner^ trèsr 
simplement des points doubles utiles à connaître ; aiosi^ 
dans une section plane d'une surface conique ou cylin-r 
drique du second degré dont on donne la trace sur Tun 
des plan^ de projection ^ on peut obtenir exactement les 
points oFÎr lir projection de la courbe d'intersection sur ce 
plan rencontre la trace de la surface, car on peut consi*- 
dérer la trace de la surface et la section plane comme 
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représentant l'intersection de deux surfaces du second 
degré , Tune qui est la surface donnée et l'autre qui est 
l'ensemble de deux plans. Comme l'une des parties, 
de l'intersection est déterminée, les points de rcnv 
contre avec la projection de l'intersection des. denx 
plans diamétraux correspondants sont les points doubles 
cherchés. 

253. Pour que ces constructions soient employées 
avec avantage, il faut pouvoir construire facilement le» 
plans diamétraux conjugués dont on a besoin; pour un 
cône et un cylindre,. ces plans diamétraux, sont les plans* 
des génératrices de contour apparent, puisqu'une 
génératrice de contour apparent par rapport au plan 
horizontal, par exemple, a tous ses point& qui. appaiv 
tiennent au plan diamétral conjugué des cordes verti*- 
cales. 

Le plan diamétral de l'ensemble de deux; plans con* 
jugués dès cordes parallèles à une direction donnée est 
déterminé par l'intersection de ces deux plans et le mi- 
lieu d'une seule corde. 

Pour une surface de révolution du second degré dont: 
l'axe est vertical, les plans diamétraux sont le plan de 
l'équateur ou du cercle de gorge et le plan du méridien 
principal. 

Pour une surface du second degré,, en général, ces 
plans diamétraux sont les plans des lignes de contact 
de la surface avec les deux cylindres projetants. 

La construction générale a été appliquée à la projec- 
tion horizontale de l'intersection d'un cylindre et d'un 
cône (fig. 67). Le plan diamétral conjugué des cordes 
verticales pour le cône est le plan EFG , le plan diamé- 


164 GË02IËTRIE DESCRIPTIVE. 

tral analogue pour le cylindre est le plan HKRT *, la 
projection horizontale df de leur intersection passe par 
les points doubles d et f de la protection horizontale de 
Fîntersection des deux cylindres. 

On vérifierait de même les points doubles de la pro- 
ection verticale. 

254. Corollaires. 1*On ne peut obtenir plus de deux 
points doubles .sur une projection de Tintersection de 
deux surfaces du second degré, car ces points devant se 
trouver sur une même droite (la projection de Tinter- 
section de deux plans diamétraux)^ si l'on avait plus de 
deux points doubles, la projection de Tintersection 
serait coupée par une droite en six points au moins et 
par conséquent serait d'un degré supérieur au qua- 
trième. 

2^ Si les traces horizontales des plans diamétraux 
conjugués des cordes verticales pour les deux surfaces 
sont parallèles à la ligne de terre (ce qui arrive, par 
exemple^ quand les traces horizontales de deux surfaces 
coniques ou cylindriques sont des circonférences), les 
points doubles de la projection verticale sont situés sur 
une parallèle à la ligne .de terre. 

1 . La trace Tcrticale de ce plan RT est la droite qui joint les traces 
verticales R et T des deux génératrices de contour apparent dont les 
traces horizontales sont H et K. 


DOUZIEME LEGON. 

EXAMEN DE QUELQUES CAS PARTICULIERS 
DE L'INTERSECTION DE DEUX SURFACES. 

255* Dans les exemples d'intersection de surfaces 
que nous avons traites jusqu'ici, nous avons employé les 
plans comme surfaces sécantes auxiliaires ; mais il est 
des cas où d'autres surfaces auxiliaires donnent des con- 
structions plus simples ; nous allons examiner trois cas 
dans lesquels il conviendra d'employer V des cylindres , 
2® des cônes, 3® des sphères. 

256. Intersection dune surface de révolution dont 
taxe est vertical et dun cylindre. 

Si l'on employait des plans sécants auxiliaires^ à 
moins que la trace horizontale du cylindre ne soit une 
circonférence, on aurait toujours, quelle que soit leur 
direction, à construire pour chacun d'eux une courbe 
en projection ; pour éviter ces constructions trop lon- 
gues et trop pénibles, il convient d'avoir recours à des 
cylindres auxiliaires ayant pour directrices des parallèles 
de la surface de révolution et pour génératrices des paral- 
lèles aux génératrices du cylindre. Ces cylindres auront 
pour traces horizontales des circonférences identiques 
aux parallèles directeurs ; les points communs à ces tra- 
ces et à la base du cylindre seront les traces des généra- 
trices communes ; les points communs à ces génératrices 
d^Intersection et aux parallèles directeurs seront des 
points de l'intersection cherchée. 
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Cette construction a été appliquée (fig. 74) à Tinter- 
section du cylindre dont la trace horizontale estB^.B^et 
dont /w/i./wV est une génératrice de contour apparent 
avec Tellipsoide. de révolution dont Taxe est la verticale 
o . o'z' et dont le contour apparent vertical est A'. Le cy- 
lindre auxiliaire qui a pour directrice le parallèle cd.dd 
sa pour trasee. horizontale la citconféreni^ y^ identique à 
icd et dont le centre. X est Ja trace horizonliale de la pa- 
rallèle oX./V. menée par le centre du parallèle à772J!2«/72V> 
I^ trace y^ rencontre la hase B du cy lindns aux .points 
4 et y; iles>|[ibiératEices d'int^rsectiotn sont projetées ho- 
. nzontiUement en jte et :f/ pacallèles à mn ; ces généra- 
trices rencontrent le paralLàfe céLc'd situé sur le même 
cylindre aux points e.éj f,f qui sont des points de l'in- 
tevseetion. 

Chaque génératrice jie rencontre . le parallèle cdx'd 
.qu'en unpointy tandis que sa projection horizontale a deux 
points communs avec cd\ il faudra avoir soin de pren- 
dre celui de ces deux derniers points qui appartient à la 
projection horizontale de Tintei^ectlon ; il n'y aura pas 
d'erreur possible^ si Ton construit d'abord la projection 
i^erticale dujpoint de rencontre. Si Ton commence par 
la projection horizontale^ on remarquera que chaque 
«trace horizontale s et le point de rencontre correspon- 
dante sont des points homologues sur 'la projection du 
parallèle et la trace du cylindre auxiliaire ; les rayons èX 
et eo qui joignent ces points .aux deux centres^ et o doi- 
vent donc être parallèles. 

La même construction a été appliquée 'à l'équateur et 
l'on a ainsi obtenu les points r.r', t.t . 

Les points situés sur les génératrices de contour ap- 
parent du cylindre s'obtiennent en déterminant directe- 
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meut les poiotB de .irencoaitre de ^esîdaroiles ,ai«c l'dtlip- 
soïde (225). 

Pour détenxttBer \directeiiiêiit les points sîtiiés ;fiar Jb 
contour apparent "vertidal de P^ellipsoîde, il j aurait à 
construire la projection i^tarticale «le Tinteniex^on duplan 
du déri&BQ psincspal avec ie cylindre et à prendre les 
points de rencontre de cette projection avec celle du 
méridien tpriaicîpsd ;; 'Biais rces points «sobê donn^ d^une 
n:iani6re smfii exacte en projettsst^KerttcalemeDt lesipoîiils 
qui x>nt pour pxiijecttioDS.harizontBifi5.les points de ren* 
contre de k projiectibn borizontole de d'intersectMm 
vrecfia îtmie liBiiiioalBde du plan <da méridien pciniâ» 
pd. 

<)n*a vérffië les points doufatea sur les danxprojee- 
iitOBS (250) *: «ur fe pin koriaonlal on m. joint les 
imoesÂ et ^des génératrices de ccmtour appaorait pour 
wroîr *la trace du plan diamétrd Su cylindne cmjngaé 
des cordes verticales ; le plan analogue pmir ir^eltipscide 
est le plan horizontal de l'équateur a l!\ ce plan est ren- 
contré par Tune des génératrices Icg^Vg SeTautre plan 
diamétral au point g.^;gi parallèle :à Tek eSt flonclapro- 
jeotimaèfaras&talede l^iersection d« léeBK ipfaos lAia- 
métraux ; cette droite doit paiser parie ptoint denUbffk 
ila^pnsjeetioii homoiiftale ; »on 'obt^sntifeimcflie hk «iiX)ite 
'i//?' qui ipasK g>ar Je point' double de la pnerfecÉian vetià- 
4»le ea ^j^nt les projections ivertioales n! ^ .pf^àtts 
points 'de reneonlve An plan An ncridieB prinetpad ile 
rellipaoideaffw; îles ^g^onératrices de ooilnar'apfBvmit du 
cylindre par rapport au plan vertical. 


^57. AfÊerBossÙÊm làtame 
taxe est i^ertical et (ttan 


168 GÉOMSTRIfi DESCRIPTIVE. 

On emploiera dans ce cas des cônes auxiliaires ayant 
pour directrices des parallèles du cylindre ; chaque cône 
ne pourra couper le cône donné que suivant des géné- 
ratrices, et les points de rencontre de ces génératrices 
avec le parallèle commun au cône auxiliaire et à la sur- 
face de révolution seront des points de l'intersection 
cherchée. 

Pour avoir sur le plan horizontal la trace de chaque 
cône auxiliaire, on déterminera la trace horizontale de la 
droite qui joint le centre du parallèle considéré au som- 
met et l'on aura le centre de la circonférence; en con- 
struisant de même la trace d'une droite qui joint un 
point quelconque du parallèle au sommet^ on aura un 
point de la circonférence. Si les traces horizontales des 
cônes auxiliaires ont leurs centres trop éloignés^ on peut 
prendre comme plan auxiliaire un plan horizontal quel- 
conque, mais alors il faut d*abord déterminer la trace 
du cône donné sur ce plan. 

258. Intersection de deux surfaces de réi>oIutio7i 
dont les axes se rencontrent. 

Il convient dans ce cas d'employer des sphères comme 
surfaces sécantes auxiliaires. 

Observons d'aborc^ que deux surfaces de révolution 
qui ont même axe ne peuvent se couper que suivant des 
parallèles^ car tout point commun aux sections faites 
dans les deux surfaces par un méridien quelconque en- 
gendre en tournant autour de l'axe un parallèle commun 
aux deux surfaces. 

Il résulte de là que toute sphère qui a son centre sur 
i*axe d'une surface de révolution ne peut couper cette 
surface que suivant des parallèles. 
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Soit proposé de déterminer l'intersection de deux sur- 
faces de révolution A.A', B.B' (fîg. 75) dont TuneA.A'a 
son axe o.o'z vertical et l'autre B.B' a son axe of.d'f 
parallèle au plan vertical de projection. Soit o.d^ le 
point de rencontre des deux axes. Une sphère quelcon- 
que ayant son centre au point o.cP coupe la surface A.A' 
suivant un parallèle horizontal m'n\ mn et la surface 
B . B' suivant un parallèle projeté verticalement suivant la 
droite p(^ ; le point r' commun à ni ri et pff est la pro-. 
jection verticale de deux points de l'intersection dont 
les projections horizontales r et r^^ sont situées sur la 
circonférence mn. 

En répétant cette construction , on aura autant de points 
que l'on voudra de l'intersection. On l'a appliquée à la 
sphère qui coupe la surface de révolution dont l'axe est 
vertical suivant l'équateur ah. ci b' y et l'on a obtenu les 
points l^t y /|. t dont les projections horizontales /et l^ 
sont les points de contact de la projection horizontale 
de la courbe avec le contour apparent horizontal A. 

Les points i et ]i communs aux deux contours appa- 
rents verticaux sont les projections verticales de deux 
points de l'intersection, situés dans le plan des méri- 
diens principaux ; ces points sont projetés horizontale- 
ment en / et k sur la trace de ce plan. 

259. Les points doubles de la projection horizontale 
sont situés sur la projection horizontale de l'intersection 
de3 plans diamétraux conjugués des cordes verticales 
dans les deux surfaces (250) ; Pun de ces plans est le 
plan horizontal clB de l'équateur de la surface A.A', l'au- 
tre est le plan (perpendiculaire au plan vertical) de la 
courbe de contact de la surface B.B' avec son cylindre 
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projetant vertical et mené par la droite éâ qui joint les 
points de contact du contour apparent avec les deux tan- 
gentes perpendiculaires à la ligne de terre. L'intersection 
de ces deux plans est la perpendiculaire au plan vertical 
menée au point il commun à leurs traces verticales et 
projetée horizontalemeùt suivant la perpendiculaire uu^ 
à'ia ligne de terre. 

260. Xa tangente en im point r:i^ fle Tiittersection 
est la pérpendiciilaire au plfin des normfles menées par 
ce point aux deux -surfaces 1[20). La normale menée en 
r . a' à A . A' rencontre Taxe o.di ^m point o . o?; la nor- 
male men'ée en r . Z*^ à B . B^ rencontre l'axe df. d\f de 
cette surface en e.é} la droite ^o! qui joint les projec- 
tions verticales de ces points de rencontre avec les axes 
est parallèle à la trace verticale du plan des deux nor- 
males, et; par conséquent^ perpendiculaire à la projec- 
tion verticale de -la tangente ; on ol)tienâra donc cette 
projection en menant de /^ une perpendiciflaare T^g' à o/ef. 

La normale en r.r' à A» A^ rencontre le plan horizon- 
tal mené par son point o,ol de rencontre avez l'axe en 
ce point lui-niême projeté horizontalement en o ; la nor- 
male , menée du 'même point àB-B^ et dont les projec- 
tions sont er^efr', rencontre ce même plan au point jt./; 
la droite os qui joint les projections horizontales de ces 
points de rencontre est parallèle a la trace tiorizontàle du 
plan des deux normales et^ par conséquent^ perpendicu- 
'laiire à la projection horizontale de la tangente; on ob- 
tient donc cette proji^tion en menant de r une perpen- 
diculaire r^ a os. 

2B1 . LcB tangentes aux-poînts V ^f delà •projection 
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verticale ne sont plus donmées par les projections des 
tangentes à la courbe d'intersection , puisque en chacun 
de xes points le. plan des deux normales étant parallèle 
.au plan vertical de projection, la tangente est per- 
pendiculaire à. ce plan ^ mais, si Ton considère la con- 
jstruction graphique donnée pour la projection verticale 
.de>la taog^ate en un .point quelconque et qui consiste à 
mener .du. point considéré une perpendiculaire à la droite 
^ui joint Jbes , points de rencontre des .axes .avec les deux 
jiormale£>9 on vmt gue £ette jcon&truction s'^plique aux 

(points.£^ .et U.. 

« 

St&% PoHcrtiAXioâsr. En projeetion verticale ^ la 
xourbeest représentée tout entière en ligne pleine^ 
puisqu'elle est la .projection verlioalie de la partie de 
l'intersection située .sur iesnuMliés.aUtérieures des deux 
surfaces. 

Pour la ponctuation en projection horizontale, il faut 
construire .d'abord le^contour apparent horizontal de la 
surface de révolution dont Taxe est Incliné] dans le cas 
jd'une surfEuas de ré volution quelconque, on .construira 
l'enveloppe des projections 'horizontales de sphères in- 
jscrites dans .la surface ; dans le cas jconsidéré oîi cette 
surface ^st tm «ellipsoïde^ la projection horizontale est 
une elUpse doat l'un des axes est cd, projection du mé- 
^ridien principal;; le seeond B^e projection d'un dîamètfe 
perpendiculaire au plan vertical est égal à un diamètre 
de l'équateur. On peut donc construire cette ellipse au 
-moyen de «ses ideuK a»es. Ija coin4>e de ki sm'fftee pro- 
jetée suivant ce contour apparent horizontal est projetée 
vertioalenientsmyant^la^jdroite V^ qui-joiat kfi points de 
contact du contour apparent vertical avec les tangentes 
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perpendiculaires à la ligne de terre ; la partie de la courbe 
d'intersection qui serait vue en projection horizontale sur 
cette surface, si elle était seule , serait celle qui est pro- 
jetée en i^H au-dessus de dcf'y mais comme pour Tautre 
surface, la partie projetée en i/f est située sur la partie in- 
férieure, la partie vue sur le plan horizontal est celle qui est 
projetée verticalement en lU et horizontalement suivant 
Ikl^) cet arc /A/, sera donc seul représenté en ligne pleine. 
Le contour apparent A est vu jusqu'aux points / et /^ pro- 
jections des points où la ligne de contact correspondante 
pénètre dans la surface B.B'; le contour apparent B 
est vu seulement jusqu'aux points de rencontre Wj w^ 
avec le contour apparent A , parce que les points où la 
courbe de contact correspondante pénètre dans A. A' 
sont situés sur la partie inférieure de cette surface ; l'arc 
wcw^ doit donc être représenté comme projection de 
ligne cachée*. 


1 . On sait que, si les surfaces de révolution sont du second degré , la 
projection de Tintersection sur le plan vertical qui est parallèle aux 
deux axes est une courbe du second degré ; on peut se proposer de 
reconnaître la nature de cette courbe selon la nature des courbes méri- 
diennes. — Pour cela, noua allons déterminer par le calcul le. lieu des 
points r de rencontre des cordes m/i, pq déterminées sur les contours <np- 
parents verticaux des deux surfaces par les circonférences décrites du 
point o de rencontre des axes comme centre. Si Ton prend pour axe des 
X (fig. 76) la projection ox de Taxe vertical et pour axe des f la perpen- 
diculaire 0/ menée par le point de rencontre des axes des ïeux surfaces, 
quelle que soit la première courbé méridienne, sa projection sera repré- 
sentée par une équation de la forme : 

en laissant de côté le cas où le coefficient de y* serait nul, c'est-à- 
dire celui où la méridienne se réduirait à deux droites perpendiculaires 
à oXf et la surface de révolution, par suite, à deux plans horizontaux. 
L'éqoation d'une circonférence ayant pour centre Torigine o est : 

[2J a;»4-/2 = r«. 
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INTERSECTION DE DEUX SURFiLCES QUELCONQUES 

DU SECOND DECRIE. 

263. Bésolvons d'abord ce problème de géométrie 
plaue : 

On donne une courbe quelconque A (fig. 77) et deux 
points va et n dune courbe homothétique à A homo- 
logues à deux points déterminés "M. etli de A^ on de» 

Si entre les éqaations [1] et [2] on élimine ^, on obtient : 
[3] (c— l)«*+Dx+F-J-r*=o, 

pour réquation des cordes communes telles que mn. 

Si l'on raisonne de la même manière pour la seconde méridienne, en 
prenant pour origine le même point o^ pour axe des x la projection oxi 
de Taxe de la seconde méridienne, et pour axe des y la perpendiculaire 
oyi à ox\ menée par o, on obtient pour équation des cordes communes 
telles que pq : 

[k] (c' — l)j:i«-hD'jfi+F' + r«=<?. 

Pour rapporter cette équation aux premiers axes, il suffit de remplacer 
x\ par une expression de la forme mx-^-nf^ après cette substitution 
réquation [4] derient : 

[5] (c'— l)(ifMr + ii/)« + D'(OTx + /i7) + F'+r»=o. 

Pour obtenir le lieu des points r de rencontre des cordes communes 
représentées par les équations [3] et [5], il suffit d'éliminer r* entre ces 
équations; après cette élimination on obtient : 

[»«(<^— 1)— («— 1)]*'+«V«' — l)/* + 2mii(c' — l)«j 
+D'(BMr4-itf)— Dx + P— F=o. 

C'est réquation d'une ligne du second degré qui représentera une 
ellipse, une hyperbole ou une parabole selon le signe de la quantité : 

ou 4ii*(«/ — l)(tf— 1). 

4»* étant nécessairement positif, il suffit d'examiner le signe du pro- 
duit (c*— l)(c— 1). 
Pour que la courbe soit ane parabole, l'un des facteurs ^'— 1 j c— 1 
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mande les points de rencontre de la seconde courbe 
avecmiccir&mférenoe.qaBicanqBie éd. 

Construisons sur la.pneniîtotfigUDe la circonférence 
homologue à od\ on aura le centre de cette circonférence 
en menant des points M et N dès parallèles MO , NO 
aux rayons mo, no de la circonférence od\ on aura de 
même un point ]> èe cette' oicconiKrc«noe heniolbgtxe à 
un point dàeod en menant MD>et' NO- parallèles a md. 
eVnct; la circonférence décrite du pointO comme centre 
avec OD pour rayon rencontre la courbe A en des points 
B et B^ homologues aux points cherchés ; en menant les 
rayons ob et ob^ parallèles à OB et OH^. on obtient en 
b et b^ ces points de nencontrei 

IT est, clair qu'ion, déterminerait d^iine manière. analo- 
gne les points' de rencontre de la oouiije non construite 
et d*^une droite; la droite homologue à la droite donnée 
serait déterminéitpar un:de.ses points et^a direction^ 

264. Soit- propose maintenant de déterminer Tinter* 
section d'un cylindre et d'une surface du second degré 
quelconque; On déterminera la projection' horizontale, 


doit être nul, on doit donc avoir c= I on c^=sl ; c'est-àrdire qne l'une 
des deux surfaces doit être une sphère. 

Pour que la cooilie soh un* dlifis«, Unn: des-deaxilftcttanic'-r-l» 
c — 1 et un seul doit être positif ; Vvtam defedéox- quantités c et c' et 
Tune seulement doit donc être plus grande que 1 et par suite la méri- 
dlcnnr d'une senle des dirax surfaces doit êCw nneellipie' dttnt le*petit 
axe ^est' dirigé suivant Taxe de rotation; donc, en résamé^ lapvofeclioB 
de rintersection de deux surfaces de révolution, sur un ^plan parallèle 
aux axes est une parabole, quand l'une des stu-faces est une sphère, une 
ellipse quand Tune des surfaces et une seul» est un ellipsoïde aplati et 
une hyperbole dans tous les autres cas. 

II est facile de déôoontrer parle calcnl que dans cedermer* cas l'hy- 
perbole se réduit à deux droites, quand le point de rencontre des axes 
des deux surfaces* est un foyer commun aox denx méridieiis principaux. 
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par exempt de rînttersectioîr der cetTe sforfeee* avpc un 
plan parallèle aux généra trie» du' cylindre pour plt» de 
simplicité avec un plan projetant d'une génératrice; 
cette ligne pourra servir a détermiiier autant de points 
que Ton voudra de Ilntersectibn ;, car tous Tes plans pa- 
rallèles au jflan consrderé coupent la surface du second 
degré suivant des courbes homotRé'tîques et lé cylindre 
suivant des droites; là courbe construite servira a déter- 
miner lés points dé rançon lt*e des projections dés géné- 
ratrices du cylindre avec les courbes liomothétiques cor- 
respondantes (263)) 

265. On peut se* servir de. ce procédé pour détermi- 
ner l'intersection de deux surfaces quelconques du second, 
degjré. 

Après avoir choisi d'aune manière convenable les plans de 
projection, on prendra des plans sécants donnant comme 
intersections dans l'une des surfaces des ellipses projetées 
suivant des circon férences sur l'un des plans dfe proj ection * . 
Tous les plans parallèles au plan aussi déterminé coupe- 
ront l'une des surfaces suivant des courbes projetées 
suivant des circonférences et l'autre suivant, dés courbes 
dont les projections sur. le même plan sont homolhéti- 
ques; l'une de ces courbes sufHt pour déterminer tous 
les points de rencontre (263)^ 

1 . Qa obtiendra' fecilement la. direction, d'un . plan , satisfaisant . à cette 
condition; il suffira de construire sur Tua des plans de projection une 
circonférence tangenreen'dètnr points au contour apparent- de la sarfâce; 
le cylindre de révolution perpendiculaire au même plan et ayant pour 
base celte circonférence coupe la surface suivant deux courbes planei, 
puisqu'il a dèor plans tangents' commonr a^feer cette' snrfiee. Ott con- 
struira le plan de Tune des conrfoes'; ce pian satisfera à la question. 

Les seules surfaces pour lesquelles cette méihotle n'est pas applicable 
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266. Intersection de deux ellipsoïdes ayant deux 
plans principaux parallèles. 

Nous allons appliquer ces considérations à l'intersection 
des deux ellipsoïdes à trois axes inégaux ayant deux plans 
principaux parallèles (fig. 78). Prenons pour plan vertical 
de projection un plan parallèle à ces deux plans princi- 
paux; soient A.Â^, B.B^ les projections des deux surfaces; 
soit o^ le demi-axe de B.B' perpendiculaire au plan vertical, 
prenons sur oc parallèle à la ligne de terre une longueur 
oe^ = oe et menons par e^ une perpendiculain^ à la ligne 
de terre jusqu'en un point d^ de rencontre avec B' ; dd^ 
donne la direction de plans sécants perpendiculaires au 
plan vertical qui coupent l'ellipsoïde B.B' suivant des el- 
lipses ayant pour projections horizontales des circonfé- 
rences ; le plan parallèle M'N' mené par le centre de la 
seconde surface A. A' coupe A. A' suivant une ellipse 
projetée en MPNQ ; c'est cette ellipse qui a servi à don- 
ner tous les points de l'intersection. La figure représente 
la construction pour le plan m'n'f qui passe par le centre 
o.o' de B.B'; la surface A. A' est coupée par ce plan sui- 
vant une ellipse dont l'axe homologue à MN est mn ; il 
faut déterminer les points de rencontre de cette ellipse 
avec la circonférence oe\ MO, NO parallèles kmo, no 
(263) donnent le centre O de la circonférence homolo- 
gue à ocj ME, OE parallèles à nie et oe donnent le point 
E homologue à c de cette circonférence ; la circonfé- 
rence OE rencontre MPNQ aux points G et H ; les pa- 
rallèles og^ oh à OG, OH donnent les projections hori- 

sont des surfaces réglées. Dans ce cas on obtient autant de points que Ton 
veut de l'intersection en cherchant les points de rencontre des généra- 
tricea i ectilignes de Tune des surfaces avec Tautre. ' 
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zontales ^ et A de deux points de rintersection, on en 
déduit facilement les projections g',/*' sur ni ri. 

267. On peut quelquefois simplifier les constructions 
en prenant pour plan horizontal de projection un plan 
parallèle à un plan qui coupe l'une des deux surfaces 
suivant des circonférences. Les plans sécants auxiliaires 
à employer sont alors des plans horizontaux. 


12 


TREIZIÈME LEÇON. 

268. Notions sur les surfaces réglées. 

Avant d'étudier les surfaces réglées d^une manière gé- 
nërate, nous allons considérer deux surfaces réglées par- 
ticulières auxqueHes on a très-souvc»t recowrs pour ré- 
soudre les problèmes relatifs aux autres surfaces : 

^ ° L'une qui a deux directrices rectilignes et un plan 
directeur : le paraboloïde hyperbolique ; 2® l'autre qui 
a' trois directrices rectilignes : Vh/perboloîde à une 
nappe. 

269. Soient deux droites AB, A^B^ (fîg. 79) parallèles 
à un plan MN et CD, QD^ deux droites parallèles à un 
plan PQ ets'appuyant sur les deux premières droites AB, 
A^B^; on démontre par l'analyse que le paraboloïde qui a 
pour directrices AB, A^B^et PQ pour plan directeur coïn- 
cide avec celui qui a pour directrices CD, C^D^etMN pour 
plan directeur, de sorte qu'en tout point de la surface 
d'un paraboloïde hyperbolique passent deux génératrices 
rectilignes*. 


1 . On peut démontrer simplement ce principe par la géométrie. 

Remarquons d*abord que, lorsqu'une droite AB se meut parallèlement 
à un plan PQ, en s'appuyant sur àexxiL droites CD , CiD, , les différentes 
positions de AB interceptent sur CD et CiDi des segments proportionnels, 
de sorte que si l'on considère trois positions AB , A^B» , AiBi de cette 
génératrice, en appelant A, B, A,, B,, Ai, Bi les points de rencontre 
avec CD et C|Di , ou a la proportion : 

111 AA, _ BB, 

^ ■' A, Al"" BiB,' 
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SOLUTIONS DE QUELQUES PROBLÈMES RELATIFS 
AU PARABOLOÏDE HYPERBOLIQUE. 

270. Mener à un paraboloïde hyperbolique un plan 
tangent par un point de la surface. 

Soit M (fig. 79) un point donné sur le parabolcude 
déjà considéré ; on mènera de ce point une génératrice 
QD, de l'un des systèmes s'appuyant sur AB et A^B^ 
puis une génératrice A^B, de l'autre s'appuyant sur 

car on peut considérer ces quatre quantités comme les segments de 
deax droites CD, QDi compris entre trois plans parallèles , les plans 
menés par AB, A^B, , AjBi parallèlement à FQ j on peut donc définir le 
paraboloïde : 

Une surface engendrée par une droite AB qui se ment en s'appuyant 
sur deux droites données CD et QDi et interceptant sur ces droites des 
segments proportionnels. 

Considérons le paraboloïde ayant pour directrices AB , AiBi et dont 
CD, Cfii sont deux génératrices; soit C^D^ une troisième jpoaition de la 
génératrice; on aura aussi la proportion : 

, , AiD, AC, 

* J Dj,Bi""C,B* 

Si dans les proportions (1) et (2) on égale le produit des quatre extrê- 
mes au produit des quatre moyens, on aura : 

AA,X AjD.xBiB, X Cj,B = A^AiXl^aB^ XBB.X AC,. 

On Toit donc que dans le quadrilatère gauche AA| BB| , coupé par les 
deux transversales A^Dg, C^^B,, le produit de quatre segments non consé- 
cutifs est égal au produit des quatre autres. Si l'on fait voir que dans ces 
conditions les quatre points A, , B, , C, , Dj| sont situés dans un même 
plan, les génératrices A,B, , C,D, se couperont, et par suite, toute géné- 
ratrice de chacun des paraboloïdes rencontrera toutes les génératrices de 
l'autre, et les deux surfaces coïncideront. 

Or , si PoQ suppose d'abord que les quatre points A^^ , B^ , C, , D, sont 
situés dans un même plan, en joignant A^Dg , cette droite prolongée ren- 
contre AB,, puisqu'elle est située avec elle dans un même plan AAiBi ; soit 
£ le point de rencontre, qui est aussi situé dans le plan des droites A^B,, 
CjDji et qui est , par conséquent , le point de rencontre de ce dernier 
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CD et QDj; le plan de ces deux génëralrices est le plan 
demandé. 

271 . Mener à unparaboloîde un plan tangent paral- 
lèle à un plan donné. 

Ce plan tangent sera déterminé par les deux généra- 
trices de systèmes différents parallèles au plan donné ; 
or ces génératrices sont parallèles respectivement aux 

plan avec la diagonale ÂBi; si Von joint BjC,, cette droite rencontrera 
de même AB| au même point E de rencontre avec le plan AgC^B^D,. 
Diaprés le théorème des transversales, on a dans le trkingle AA|B| : 

AA, X AiD, XEBi= AjAjXD A X AE. 

On a de même dans le triangle ABBi : 

BCj XBiBjXAE = ACjXBBj, xEBj 

d'où, en multipliant membre à membre et supprimant les facteurs com- 
muns AE et £B| : 

AA, X AiD, X BiB, XBC,= AiA, X D^BjXBB.X AC, ; 

c'est-à-dire que le produit de quatre segments non consécutifs est égal 
au produit des quatre autres. 

Réciproquement , si quatre points A, , D, , B^ , C^^ pris sur les côtés 
d'un quadrilatère gauche AAiB^B sont tels que cette condition soit rem- 
plie, ces quatre points sont dans un même plan. En effet , si les qua- 
tre points n'étaient pas dans un même plan , le plan de trois d'entre 
eux Agy Dji , Bj couperait le côté AB en un point C'^ différent de C, et 
l'on aurait : 

A AaX A^D^ X BiB^ X BC', = Ai A, X D.Bi X BB, X C;A. 
Or, on a par hypothèse : 

AA,XA,D, X BiB, X BC, = A,Ai X D.Bi X B,BXC,A^ 
On en déduirait en divisant membre à membre : 

Bc; _ Ac; 

BCi 7" AC,* 

égalité impossible, puisque l'une des fractions est plus grande et Taiitre 
plus petite que l'unité. . 
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deux plans directeurs, elles sont donc parallèles aux in- 
tersections de ces plans directeurs avec le plan donné. 
Les directions de ces génératrices étant connues, on dé- 
terminera chacune d'elles en construisant une droite 
parallèle à une droite donnée et s'appuyant sur deux 
droites données. Le point de contact est le point commun 
à ces deux génératrices. 

272. Corollaire. Déterminer le sommet dun pa- 
raholoîde donné par deux directrices rectilignes et un 
plan directeur. 

On déterminera d'abord le second plan directeur qui 
est parallèle aux deux directrices données ; l'intersection 
de ce plan et du plan directeur donné est parallèle à 
Faxe du paraboloïde et, par conséquent, perpendiculaire 
au plan tangent au sommet ; la question revient donc à 
déterminer le point de contact du paraboloïde avec un 
plan tangent parallèle 4.un plan donné. 

273. Détails de construction* 

11 conviendrait pour les constructions indiquées dans 
les solutions des problèmes précédents de prendre des 
plans de projection parallèles aux plans directeurs et de 
considérer des projections obliques déterminées par des 
droites parallèles aux intersections des plans directeurs 
avec un plan qui leur est perpendiculaire; mais, pour 
nous servir toujours de projections orthogonales, nous 
considérerons seulement l'un des plans comme parallèle à 
un plan directeur. 

274. Épure du plan tangent au paraboloïde hyper- 
bolique mené par un point de la surface. 


Igâ GEOMETRIE DESCRIPTIÎE. 

Soient ab.dti ^ ed.dcP {^%. 80) les deux dîrectrkei^ 
rectilîgnes du paraboloïde (jui a le plan horizontal potrr 
plan directeur; soit nJ la projection verticale d'un point 
de la surface par lequel on se propose de mener un plan, 
tangent; la projection verticale de la génératrice hori- 
zontale qui passe par ce point est la parallèle //^ menée 
par /t/ à la ligne de terre ; ses points de rencontre avec 
les directrices sont />.//, q .^eisa, projection horizontale 
pç; on en déduit la projection horizontale m du point 
donné. 

Pour construire le plan tangent demandé, comme on 
connaît une première droite/?^ .f/^ passant par le point 
et située sur la surJËBice y il sufQt de mener la seconde 
géfiératrice reetiligne qvà passe par ce point m. nJ ; or 
cette génératrice renco&tre toutes les génératrices hori* 
zontales et par suite celle qui est perpendiculaire au 
plan vertical mené^ par le point de rencontre H de M 
et c'd!y sa projection verticale pasje donc par // mfH est 
donc la projection verticale de cette génératrice. On ob- 
tiendrait facilement la projection verticale de ^n point 
de rencontre avec une génératrice horizontale quelcon- 
que et par suite la projection horizontale de ce point. U 
convient d'employer de préférence Thorizontaleâ^c située 
dans le plan horizontal même de projection et qui re- 
présente la trace horizontale du paraboloïde. Le point 
de rencontre avec cette trace est le point h M qui est la 
trace horizontale de la génératrice. On obtient ainsi la 
génératrice mh.ni!H. £n menant par la trace h la paral- 
lèle Aa à la projection pq de la génératrice horizontale, 
on a la trace horizontale du plan cherché, on en déduit 
%âleflient la trace mf. 
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THlÊORÈatE, 

275. Tout plan mené par une génératrice du pa* 
raboloîde est un plan tangente 

Prenons pour plan horizontal de projection le pka 
directeur parallèle à la gënératrice considérée ; soient 
P9f ^4 (%• ^^) ^ projections de cette gëoëratrice et 
h% la trace horizontale d'un plan quelconque mené sui- 
vant cette droite, cette trace rencontre la trace horizon- 
taie ac du paraboloïde en un point h; si par ce point 
on mène la génératrice rectiligne Hnii* nhm qui n'est 
pas horizontale, cette génératrice rencontre la génératrice 
horizontale pq . //gr' en un point m . m\ et par suite auri 
deux points dans le plan considéré ; elle y sera donc si- 
tuée tout entière ; le plan considéré est donc le plan de 
deux génératrices; il est donc tangent et son point de 
contact est le point m • mf commun à ces deux généra- 
trices. 

276. Ce principe permet de déterminer par points h 
courbe de contact d'un paraboloïde hyperbolique avec 
un cylindre ou Un cône circonscrit^ puisqu'on peut dé- 
terminer sur chaque génératrice le point de contact du 
plan mené par cette génératrice parallèlement à la droite 
donnée ou passant par le sommet An cône. 

277. Pour que le point de contact soit situé à Tinfîni, 
c'est-à-dire pour que le plan considéré soit un plan 
asjmptotique, il faut que la trace horizontale de ce plan 
qui est parallèle à la projection horizontale de la géné- 
ratrice considérée coupe la trace horizcmtak dti parabo- 
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loïde à rinfini; il faut donc que ce plaa soît horizontal^ 
c'est-à-dire parallèle au plan directeur. 

Donc le plan asymptotique mené par toute généra- 
trice cFun paraboloîde hyperbolique est le plan mené 
par celle généralrice parallèlement au plan directeur 
correspondant. 

278. Section plane d un paraboloîde hyperbolique. 

Si Ton prend le plan vertical de projection perpendi- 
culaire au plan sécant, on aura autant de points que Ton 
voudra de la projection horizontale en menant des per- 
pendiculaires à la ligne de terre par les points de ren- 
contre des projections verticales des génératrices avec la 
trace verticale du plan jusqu'aux points de rencontre 
avec les projections horizontales correspondantes des 
génératrices. 

Si l'on prend un plan vertical quelconque, il suffit de 
déterminer les points de rencontre des génératrices hori- 
zontales de la surface avec les horizontales du plan sé- 
cant situées respectivement dans les mêmes plans hori- 
zontaux. 

La tangente en un point quelconque est l'intersection 
du plan sécant avec le plan tangent en ce point (270). 

279. Pour construire les asymptotes^ on déterminera 
les génératrices parallèles au plan sécant , c'est-à-dire 
parallèles aux droites suivant lesquelles ce plan coupe 
les plans directeurs > on mènera les plans asymptotiques 
suivant ces droites (277); les asymptotes cherchées sont 
les intersections de ces plans avec le plan sécant. On 
voit que ces asymptotes sont parallèles aux droites 
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suivant lesquelles le plan sécant coupe les plans direc- 
teurs. 

HYPERBOLOÏDE A XMXE NAPPE. 

280. Soient AB, A^Bj, AjB, (fig. 81) les trois direc- 
trices rectilignes d'un hyperboloïde et CD, C^Dj , QD, 
trois positions d'une génératrice rectilîgne;,on démontre 
par l'analyse que riiyperboloïde engendré par la droite 
AB se mouvant de manière a s'appuyer sur les trois posi- 
tions fixes CD, C^Dj, CjD, coïncide avec l'hyperboloïde 
qui a pour directrices AB, AjBj , A,Bj , de sorte qu'en 
tout point de la surface de l'hyperboloïde passent deux 
génératrices rectilignes*. 

1. On peut démontrer simplement ce principe par la géométrie. 
Soient AB, AiBj , A2B2(fig. 81) trois génératrices d'un premier hyperbo- 
loïde et CD, CjD| , C2D2 trois génératrices de celte surface que l'on con- 
sidère comme directrices d'un second hyperboloïde ; il s'agit de démon- 
trer que toute génératrice de chacun des hyperboloïdes rencontre toutes 
les génératrices de l'autre. 

Soit A,B, une génératrice quelconque du premier système quirencon- 
re les trois directrices CD, QDi, CjDj aux points c, c^jC2 et C,D, une 
génératrice quelconque de l'autre qui rencontre les génératrices AB, 
AiB|, AjBj aux points a, 0^,0^. 

Pour démontrer que les génératrices A,B,, C,D, se coupent, il suffit 
de démontrer que les points c, a^ Cj, a^, sont situés dans un même 
plan, c'est-à-dire que dans le quadrilatère gauche ABB2A2 on a l'é- 
galité : 

cA X oB'Xci^^'X ai^i = AaX B*^îXB2«2 X AjC 

a^OiO^ rencontrant la génératrice AiBj, les points A|,a, Bi^aj sont situés 
dans un même plan ;. on a donc : 

AiAX «B X B1B2 X <»2A2 = AflX BBj X Bj^tX AjAi. 

De même cc,C| rencontrant la génératrice C,Di, les points <?, Q, 
C2, D| sont situés dans un même plan, on a donc aussi : 

cAxCiB X r,B,XDiA8= AC, X BcjXBïDiXAjc. 

Si l'on multiplie membre à membre ces deux égalités en tenant compte 
de la suivante : ^ 

A,AxCiBXBiB,xD4A,= AC,xBB,XBDiXA,A,, 
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281 . Mener à un hyperbaloîde à une nappe un plan 
tangent par un point de la surface. 

Soit M (fig. 81 ) le point donne par lequel on se pro- 
pose de mener le plan tangent ; on mènera par ce point 
une génératrice ce, du premier système s'appuyant sur 
CD et CJ),, puis une généralri<îe aa, du second système 
s'appuyant sur AB et A^B, ; le plan de et?, et aa^ est le 
plan demandé. 

Généralement, on ne connaîtra pas immédiatement 
deux génératrices rectilignes de chaque système, mais 
on pourra toujours les déterminer par une construction 
préalable. 

282. Cône asymptote. 

Si du centre d'im hyperbololde à une nappe on mène 
des parallèles à toutes les génératrices rectilignes de l'un 
ou de Tautre système^ nous admettrohs comme résultat 
de l'analyse que le cône ainsi engendré est le cône asymp* 
tote de la surface, et que les sections faites dans ce cône 
et dans la surface par un même plan sont homothé- 
tiques. 

Si par le sommet de ce cône on mène un plan paral- 
lèle à un plan tangent à rhyperboloîde, ce plan coupera 
le cône suivant deux génératrices respectivement paral- 
lèles aux génératrices qui déterminent le plan tangent et 


qui exprime <|iie les deux géaénitEÎeeft AtB», C|Di se eoupeiity on ob- 
tient: 

cAX«BX<îaB,X««A,= An X BcîXBiûîXA^î^". 

G. Q. P. D. 
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que Ton peut considérer comme la section fiiite par le 
plan tangent dans Fhyperboknde. 

Dans le cas où le plan tangent a son point de contact 
situé à l'infini, c'est-à-dire où le plan tangent devient uu 
plan asymptotîque, les deux génératrices qui détermi- 
nent ce plan sont parallèles ; par suite, les deux généra- 
trices parallèles du cône asymptote se confondent, et le 
plan correspondant est tangent à cette dernière surface. 
De plus , ce plan coïncide avec le plan asymptotique à 
l'hyperboloide, car deux génératrices parallèles rencon- 
trent toujours l'ellipse de gorge aux extrémités d'un 
même diamètre^, et, par suite, le plan qu'elles déter- 
nnnent contient le centre ou le sommet du cône âsymp- 
tcite« 

283. Mènera un hyperboloîde à une nappe un plan 
tangent 'parallèle h un plan donné. 

On mènera par le centre \m plan parallèle au plan 
donné, on déterminera les génératrices dHntersection de 
ce plan parallèle avec le cône asymptote, on déterminera 
dans chaque système les deux génératrices parallèles 
aux génératrices d'intersection ; on obtiendra ainsi deux 
couples de deux génératrices de systèmes différents pa- 
rallèles au plan donné, et^ par suite, généralement deux 
plans tangents satisfaisant à la question. Les points de 
contact sont les points de rencontre des génératrices. 

Pour que le problème soit possible, il faut que le plan, 
mené par le centre parallèlement au plan donné , coupe 
le cône asymptote. 

1. Car va le plan de cette ellipse deux génératrices parallèles sont 
projetées suirant deux tangentes à cette ellipse parallèles entre efles. 
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Au lieu de se servir du cône asymptote pour construire 
des parallèles aux génératrices qui déterminent le plan 
tangent , il est clair qu'on peut avoir recours à un cône 
homothétique ayant pour sommet un point quelconque. 
Ce cône auxiliaire est dit cône directeur de la surface. . 


THÉPRÈME. 

284. Tout plan mené par une génératrice de ïhy- 
perboloîde est un plan tangent y car toute section plane 
de rhyperboloïde, étant du second degré, si une section 
comprend une première partie rectîligne, la partie com- 
plémentaire est nécessairement une droite. Le plan de 
la section contient donc deux génératrices rectilignes de 
la surface, il est donc tangent. 

On déduit de ce principe un moyen de déterminer par 
points la courbe de contact d'un byperbëloïde à une 
nappe avec un cône ou un cylindre circonscÂt. 

285. Section plane de Phy perboloîde. 

On obtient autant de points que l'on veut de l'inter- 
section en déterminant les points de rencontre des géné- 
ratrices avec le plan sécant , et les constructions seront 
très-simples si l'un des plans de projection est perpen- 
diculaire au plan sécant. 

La tangente en un point quelconque est l'intersection 
du plan sécant avec le plan tangent au point considéré 
(281). 

Pour déterminer les asymptotes à l'intersection, on 
détermine d'aboi . les génératrices de l'hyperbolbïde pa- 
rallèles au plan sécant^ en construisant les génératrices 
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parallèles du cône asymptote et en menant des droites 
parallèles , s'appuyant sur les directrices d'un même 
système; le plan déterminé par chacune de ces géné- 
ratrices et le centre sera un plan asymptotique (28.3) dont 
l'intersection avec le plan sécant sera une asymptote de 
rintersection. 


SUBFACES RiSgLIÉES QUELCGirQTJES. 

286, Mener à une surface réglée quelconque un plan 
tangent par un point de la surface: 

Soient A., B, C (fig. 83) les directrices d'une surface 
réglée, et M un point situé sur une génératrice quelcon- 
que PQR de la surface par lequel on se propose de 
mener un plan tangent ; nous allons démontrer que ce 
plan est le même que le plan tangent mené par le même 
point à rhyperboloïde qui aurait pour directrices les 
tangentes menées aux trois directrices A, B, C aux points 
P, Q, R où elles sont rencontrées par la génératrice 
PQR ; nous ferons voir d'une manière générale que la 
surface donnée et Thyperbolôïde ainsi déterminé ont 
même plan tangent en tous les points de la génératrice 
commune PQR. En effet, considérons une génératrice 
de rhyperboloïde infiniment voisine de PQR, celte géné- 
ratrice rencontre les directrices de l'hyperboloïde aux 
points Pi, Qi, Rj infiniment voisins de P, Q, R, et, par 
conséquent, communs aux courbes A, B, C et à leurs tan- 
gentes, de sorte qu'elle est une génératrice commune aux 
deux surfaces. Soit M le point de la génératrice par le- 
quel on veut mener le plan tangent à celte surface ; et 
soit Mj un point infiniment voisin, situé sur P^QiR^, et 
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appartenant, par conséquent , à la fois à la surface don- 
née et à rhyperboloïde; la droite MIM^ donne la direc- 
tion d'une tangente à une courbe qui passe par les points 
M et Mj de Thyperboloîde, et, en même temps , à une 
.oourbe qui joint les mêmes points sur la surface; le plan 
de la droite MM^ et de la génératrice commune PQR est 
donc tangent aux deux surfaces. 

D'après cela , pour mener le plan tangent au point M 
à la surface donnée, on mènera les tangentes aux direc- 
trices A, B, C aux points P, Q, R, où elles sont rencon- 
trées par la génératrice PQR ; on déterminera, deux 
droites quelconques , s'appuyant sur les trois tangentes , 
et on mènera par M une droite , s'appuyant sur les deux 
dernières droites ainsi délernÛBées; on Aura ainû une 
seconde di^oite du plan tangent. 

L'hyperboloide auquel on a recours pour mener le 
plan tangent est appelé hyperboloïde de raccordement. 

287* Si la surface donnée* a im plan directeur, au lieu 
d'un hyperboloïde de raccordement, on emploie un pa» 
raboloïde qui a même plan directeur que la surface et 
pour directrices rectilignes les tangentes menées aux deux 
directrices d^' la surface par les points où elles sont ren- 
contrées par la génératrice qui passe par le point donné. 
QxL démontre comme précédemment que ce paraboloïde 
de raccordement a même plan tangent que la surface en 
tous les points de la génératripe jcommune. 

28St. Section plane d une surface réglée quelconque. 
Pourvu que l'on sachie construire autant de génératrices 
que l'on voudra de la surface^ en déterminant les points 
de rencontre de ces. génératrices avec le plan Siécant; on 
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aura autant de points q[ue V(m vioudra de l'inter? 
section. 

Afin de mener faGÎlem€»t des géisiérairices de la sur- 
face, il importe souvent de faire un choix particulier des 
plans de projection ; ainsi dans le cas où l'une des direcr 
trices est une droite ; en prenant un plan de projection 
perpendiculaire à cette droite, sur ee plan les projections 
des génératrices passent toutes par un jsnêoie point;, une 
projection étanl menée arbitrairement sur ce plan, on en 
déduit facilement sa projection sur l'autre. 

2&9. Pour m^^r la tangente en un point de Tinter* 
section^ on cherche rintersection du plan sécant avec le 
plan tangent déterminé au moyen soit d'un hyperboloïde^ 
scût d'un paraboloïde. de raccordement (286-287). 

i 

290. Pour déterminer les asymptotes, on cfaerdbteles 
génératrices de la surface parallèles au plan sécant; les 
asymptotes sont les intersections des plans asympto tiques 
menés suivant ces génératrices avec le plan sécant ; ce^ 
plans asymptotiques sont d'ailleurs faciles à déterminera 
dans le cas d'un plan directeur, le plan asymptotique 
donné, par toute génératrice étant asymptotique au para- 
boloïde de raccordement, est parallèle au plan directeur 
correspondant (277). Dans les autres cas, le plan asymp- 
totique donné par une génératrice est déterminé par 
cette génératrice et le centra de l'hyperboloïde de rac- 
cordement. 

• La seule difSculté consiste donc à déterminer les gé- 
nératrices de la surface parallèles à un plan donné. Dans 
le cas des plans directeurs, on connaît immédiatement les 
directions de ces génératrices, puisque chacune. d'jelles 
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est parallèle à deux plans déterminés et par suite à leur 
intersection. 

• La direction d'une de ces génératrices connue, on 
obtient sa position en construisant sur un plan quelcon- 
que les traces des cylindres ayant pour directrices les di- 
rectrices de la surface et pour génératrices des parallèles 
à la direction trouvée; tout point commun aux deux 
traces est un point d'une génératrice qui satisfait à là 
question. 

Dans le cas d'une surface qui n'admet pas de plan di- 
recteur, on obtiendrait les directions des génératrices 
parallèles au plan sécant en menant par un point des pa- 
rallèles aux génératrices rectilignes et en cherchant les 
génératrices d'intersection du cône directeur ainsi dé- 
terminé avec un plan mené par le sommet parallèlement 
au plan sécant; on achève les constructions comme dans 

le cas précédent. 

» 

291. Pour déterminer les points de rencontre d'une 
droite et d'une surface réglée^ on construit l'intersection 
de la surface avec un plan projetant de la droite, les 

^ points cherchés sont les points communs à la droite et à 
cette intersection. 

292. Intersection dune surface réglée et d'une sur- 
face quelconque. 

On obtient autant de points que l'on veut de l'inter- 
section en déterminant les points de rencontre des géné- 
ratrices rectilignes avec la deuxième surface. Ija tangente 
en un point quelconque de l'intersection est l'intersec- 
tion des plans tangents aux deux surfaces menés par ce 
t point, (f^y 169.) 
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' Les asymptotes sont les intersections des plans tan- 
gents menés aux points de l'intersection situés à Tinfini ; 
ces plans sont généralement des plans asymptotiques que 
Ton sait construire , quand on connaît les génératrices 
correspondantes; ils peuvent être tangents tout le long 
des génératrices de contact/ comme dans les surfaces co- 
niques et cylindriques. 

Quand les deux surfaces sont toutes deux réglées^ on 
obtient des points de l'intersection situés à l'infini en dé- 
terminant des génératrices parallèles sur les deux surfa- 
ces ; si les surfaces ont des plans directeurs^ les direc- 
tions de ces génératrices sont parallèles aux intersections 
des plans directeurs; si les surfaces sont quelconques^ 
on construit leurs cônes directeurs avec un sommet 
commun ; les génératrices communes à ces deux cônes 
sont parallèles aux génératrices cherchées 

Ces directions connues, on construit comme précé- 
demment (290) les génératrices parallèles sur les deux 


surfaces. 


APPLICATIONS DES SURFACES RÉCLKES. 

293. 1* Déterminer t intersection tVun plan PaP, 
(fig. 84) perpendiculaire au plan vertical et dan co- 
noîde ayant pour plan directeur le plan horizontal^ 
pour directrices une verticale o . oV (son axe) et une 
sphère dont le centre c.d est dans le plan parallèle au 
plan vertical de projection mené par rare. 

Déterminons d'abord les projections de la courbe de 
contact de la sphère avec le conoide ; soit m'jJnf un plan 
horizontal quelconciue ; les génératrices de la surface 
situées dans ce plan sont projetées horizontalement sui- 

13 
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vant les tangentes oa^oa^ menées du pied de Taxe o à la 
circonférence pn^ projection de la section faite par le 
plan dans la sphère ; les points de contact a^a^ sont des 
points de la projection horizontale de la courbe chercbëe ; 
on en déduit la projection verticale coaumme d. 

On peut remarquer que tous les points de la projec- 
tion horizontale sont situes sur la rirconférence décrite 
sur oc comme diamètre '• 

Pour déterminer la projection horizontale de Tinter- 
section dont la projection Terticale est la portion td/ de la 
trace verticale du plan comprise entre les projections des 
génératrices extrêmes , il suffit de mener des points de 
cette projection verticale des perpendiculaires à la ligne 
de terre jusqu^aux points de rencontre avec les projee^ 
tions horizontales correspondantes des génératrices. Ainsi 
les génératrices projetées horizontalement ea oaei oa^ 
verticalemient en nJa! donnent les points e.e^^ ^^.V de 
rintersection. 

La tangente à 1- intersection au point e^.é est Tinter^ 
section du plan sécant avec le plan tangent au parabo- 
loïde de raccordement mené suivant la génératrice oa^ . 
mW \ ce paraboloïde, qui a pour plan directeur le plan 
horizontal^ pour directrices l'axe du conoïde et la tangente 
a^ .df^ à la courbe directrice, a pour trace horizontale 
qf\\^ plan tangent au point e^./hce parabololde est dé- 

' 11\m prqection veitieate de la «ourbe de contact est une paxabok; 
dàr on peut la considérer coaume la projection veitieale de Fintersectioa 
de la spère et dn cylindre Tertical dont la trace est la circonférence dé^ 
crite ior oc comme diamètre (269, note). 

2. CeUe tangente est projetée horizontalement suivant une tangdite à 
one circonférenee, yerticalemoit suivant une tangente à tme parab«te. 
Si Fon ne veut pas se servir de cette dernière particularité, on détennin 
nera la projection verticale de la tangente en menant le plan tangent àla 
9fhhû an poiint «i . sr'. 
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termine par la génératrice horizontale oa^ . nid et la se- 
conde génëratrice rectiligne projetée verticalement en et 
(275) qui a pour trace horizontale le point k situé sur 
la trace horizontale of du paraboloïde de raccordement. 
La trace horizontale kg de ce plan ^ parallèle à oa^ , coupe 
Pa en g; ge^ est la projection horizontale de la tangente 
cherchée. 

294. 2* Mener par une droite un plan tangent hune 
surface de révolution. 

Soient àbMB (fig. 85) la droite donnée ^o.di i-axe 
de la surface dont le contour apparent i^ertical est Â'. 
Concevons un conoide ayant le pian horizoDtftl pour plu 
directeur j pour directrice la droite donnée et circonscrit 
à la surface de révolution. L'horizontale du plan tangent 
menée par le point de contact sera une génératrice dû 
conoïde ; la tangente menée par ce •même point à la 
couribe de contact est d'aiUeurs une droite du plan 
tangent au conoide en ce point; donc le pkn tangent 
cherché est tangent aussi aa conoide circonscrit; il est 
de plus tangent à ce conoïde en tout point de lâ 
génératrice qui passe par le point de contact. £& effet, 
supposons le problème résolu et soient m.rri\& point 
de contact et mp • rriji la génératrice de contact ; le pa- 
raboloïde de raccordement mené suivant cette généra-» 
trice a pour directrices reetilignes la tmgenteàia courbe 
de contact en m. ni et la directrice ab.ciU qui sont à« 
tuées dans un même plan. Le paraboloïde de raccorde- 
ment se réduit donc pour la génératrice qui passe par lé 
point de contact à un plan ; ce plan est donc tangent 
tout le long de la génératrice qui passe par le point de 
contact. Pour déterminer ce plan coupons la sarfsce du 
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conolde et le plan tangent cherché par un plan vertical 
quelconque ^ ; la section faite dans le plan tangent sera 
tangente à la section faite dans la surface ; on a un point 
de la section faite dans le plan tangent au point ce/ où 
la droite donnée qui doit être contenue dans ce plan 
perce le plan ^y ; la section faite dans la surface est pro- 
jetée verticalement en p'y' ; la tangente édf menée de c^ à 
PY ^st donc la projection verticale d'une droite du plan 
tangent PaP^ qui se trouve ainsi déterminé. 

Le point de contact m. m' appartient à la génératrice 
de contact du*plan tangent avec le conoïde ; on l'obtien- 
dra donc en déterminant le point où cette génératrice 
touche le parallèle correspondant de la surface de révolu- 
tion. 

295. 3®. Mener une normale commune à une droite 
et à une circonférence. 

On dit qu'une droite est normale à une circonférence, 
quand elle est perpendiculaire à une tangente à la circon- 
férence au point de contact. On peut remarquer que 
toute normale à une circonférence rencontre l'axe, c'est- 
à-dire la perpendiculaire menée par le centre de la cir- 
conférence à son plan , car le plan perpendiculaire à 
toute tangente à la circonférence mené par le point de 
contact passe par le centre, il est d'ailleurs perpendicu- 
laire au plan de la circonférence , et par suite contient 
Taxe. i, 

D'après cela, toute normale commune à une droite et 
à une circonférence rencontre deux droites déterminées. 
Taxe de la circonférence et la droite donnée ; comme elle 
est parallèle à tout plan perpendiculaire à cette dernière 
droite, elle est une génératrice d'un paraboloide déter- 


I 
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miné par deux directrices rectilignes et un plan directeur; 
si l'on construit la trace de ce paraboloïde sur le plan de 
la circonférence , les points de rencontre de cette trace 
avec la circonférence seront les traces de génératrice- 
satisfaisant à la question ; il sera facile d'en déduire ces 
droites elles-mêmes. 

296. Pour faire l'épure simplement il convient de 
prendre le plan de la circonférence pour plan horizontal de 
projection et pour plan vertical le plan vertical projetant 
de la droite, c'est ce qui a été fait sur la fig. 86 .o.c^V^ 
est l'axe de la circonférence dont le centre est o ; A! est 
la droite donnée ; une génératrice quelconque goL^'f du 
paraboloïde a sa projection horizontale gol qui passe par 
le point o et sa projection verticale ^H perpendiculaire 
à A'; le lieu des traces / de ces génératrices est une hy- 
perbole dont l'une des branches est figurée en B ; les 
points de rencontre c et rfde cette courbe et de la cir- 
conférence o sont les traces horizontales de deux géné- 
ratrices cbx'b etde.de' qui satisfont à la questions 

T^a plus courte de ces deux normales^ de.de\ est la 
plus courte distance de la droite et de la circonférence. 

TH1ÉORÈ.ME. 

297. 4* On peut généralement mener une droite 
qui rencontre quatre droites données. 

Supposons construit l'hyperbololde déterminé par 

1. L'hyperbole qu'on obtient comme trace horizontale du paraboloïde 
auxiliaire est équilatère. Elle passe par le centre o de la circonférence , 
par le point m oâ A' rencontre la ligne de terre ; elle a une asymptote 
ff perpendiculaire à la ligne de terre et car suite rautre*pài*allèle à la 
même ligne. 
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trois des droites données. Cet hyperboloïde sera ren- 
contré généralement par la quatrième droite en deux 
points. Si Ton mène par Tun de ces points la généra- 
trice rectiligne qui appartient au système différent de 
celui des trois gépératrices considérées, elle rçnçoa- 
trera les trois premières droites et comme elle, est 
menée par un point de la quatrième, elle satisfera à la 
question. 

Il y a généralement deux solutions, puisqu'une droite 
rencontre généralement une surface du deuxième degré 
en deux points» 


PARTIE SUPPLÉMENTAIRE 

NON SPÉCIFIÉE DANS LE PROGRAMME DES CA.NDIDATS 

A L'ÉCOLE POLYTECHNIQUE. 


DES POLYEDRES RÉGULIERS. 

DÉFUriTIOV. 

298. Un polyèdre re'galîer est un polyèdre dont 
touti^ les faœs sont des polygones r^uUera ég^ux et 
dont tous les angles dièdres sont aussi égaux. 

Il résulte de cette définition que tous les angles soli- 
des d'un polyèdre régulier sont ^aiuu 

299. Si Ton veut former im angle solide avec des 
triangles équilatéraux, on pourra les réunir trois à trois, 
quatre à quatre, ou cinq à cinq, mais non sue à six^ car 
alors la somme des angles au soumet fierait égale à 

6 fois ^ d^angle droit ou 4 angles droits et par suite tou- 
tes les faces seraient dans un même plan. 

On ne pourra pas, à plus forte raison ^ réunir des 
triangles équilatéraux en plosgrand nombre que 6 pour 
former un angle polyèdre. 

On voit de même qu'cm ne peut réanîr les carrés et 
les pentagones réguliers que trois à trois pour former 
un angle solide et qu'on ne peut en former avec les autres 
polygones réguliers^ puisqu'en en prenant le plus petit 
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nombre possible Y/'o/j pour former un angle trièdre, on 
aurait plus de quatre angles droits pour la somme des 
angles au sommet. 

// ne peut donc y avoir que 5 espèces de polyèdres 
réguliers. 

300. 1* Tétraèdre régulier. 

En formant un trièdre avec trois triangles équilaté- 
raux égaux y les côtes opposés au sommet forment un 
quatrième triangle équilaléral identique aux trois pre- 
miers et le volume compris entre ces quatre faces est un 
tétraèdre régulier, puisque tous les angles solides de ce 
polyèdre sont des trièdres qui ont leurs trois faces égales. 

Pour déterminer les projections d'un tétraèdre régu- 
lier dont on donne le "côté, on construira avec le côté 
donné un triangle équilatéral abc (fig. 87) sur le plan 
horizontal de projection ; le sommet oppose sera pro- 
jeté au centre d de la circonférence circonscrite à abcj 
puisque ce sommet est à des distances égalesde «, 6 et c; 
pour avoir sa projection verticale, on remarquera que ce 
point D de l'espace se trouve à une hauteur au-dessus 
du plan horizontal égale à un côté de l'angle droit Ji^d 
d'un triangle rectangle bdD^ dont bd est l'autre côté de 
l'angle droit et dont l'hypoténuse D/> est égale à D& 
ou bc. 

Soit m la longueur du côté donné, on a : 

m = dbsj%, d'où db = ^ 
par suite 
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301 . 2* Octaèdre régulier. 

En, réunissant quatre triangles ëquilatéraux de ma- 
nière à former une pyramide régulière ^ on a pour base 
de cette pyramide un carré dont le coté est celui de 
chacun de ces triangles ëquilatéraux ; le triangle d^inter- 
section de la pyramide et d'un plan mené par deux arêtes 
opposées est identique à la moitié du carré de base^ puis- 
que ces deux triangles ont leurs trois côtés respective- 
ment égaux. 

En réunissant par leurs bases deux pyramides iden- 
tiques à la précédente, on obtient un solide terminé par 
huit triangles ëquilatéraux de même côté et dont les an- 
gles solides sont tous égaux , car il est facile de voir, 
d'après la remarque précédente , que chaque sommet 
peut être considéré comme le sommet d'une pyra* 
mide quadrangulaire régulière ayant même base et même 
hauteur que la première pyramide considérée. 

On peut remarquer que toute diagonale d'un octaèdre 
régulier est égale à la diagonale du carré construit sur 
le côté ; en appelant m ce côté, sa longueur est donc 

m v/2. 

Pour construire sur un plan perpendiculaire à une 
diagonale, la projection d'un octaèdre régulier dont on 
donne le côté , on construira un carré abcd ((îg. 88) 
avec le côté donné ; on aura la projection horizontale 
du carré commun aux deux pyramides régulières qui 
forment l'octaèdre ; les sommets de ces pyramides sont 
projetés au point o de rencontre des diagonales, et toutes 
les arêtes latérales suivant ces diagonales. 

Sur un plan vertical quelconque la diagonale verticale 
est projetée suivant une droite dd' = ac et les sommets 
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du carré commun aux deux bases en a, h' yc\d sur la trace 
verticale du plan horizontal mené par le milieu de d()\ 

302. 3** Icosaèdre résilier. \ 

Eb réunissant cinq triangles ëquilatéraux de manière 
à former une pyramide pentagonale régulière, on a pou£ 
base de cette pyramide un pentagone régulier dont le 
côté est celui de chacun de ces triangles équUatérawu 

Concevons une seconde pyramide identique à 1^ pre- 
nûëre placée de manière que les bases soient parallèles 
et en regard l'une de Tautre^ les somniets placés sur 
une perpendiculaire commune aux bases «t que les som* 
mets de chacune des bases correspondent aux milieux 
des arcs sous-tendus par les côtés de l'autre dans la dr*- 
conférence cin^nscrite; supposons ^u'à chaque côté 
des bases soit fixé un triangle identique aux £ices latë« 
raies et mobile autour de ce côté , puis qu'on ias&e^ mou* 
Ycir l'une des pyramides parallèlement à la perpendicu- 
laire eœnmune aux bases, de manière qu'un sommet 
d'un triangle mobile vienne coïncider avec un sommet ' 
de la base de la pyramide opposée; lorsque cette condi- 
tion sera remplie par un- des sommets ,, elle le sera né- 
cessairement pour touS| et l'on aura un solide limité par 
vingt triangles ëquilatéraux égaux \ ce polyèdre est ré- 
gulier, car il est facile de voir que chaque pyra- 
mide pentagonale ayant pour sonunet un des sommets 
lÀtéi*aux peut coïncider avec chacune des deux pre- 
mières pyramides pentagonales ^ Tous les angles solides 
sont donc égaux« 

1. Chaque pjramide pentagonale ayant pour sommet xm des sonftnets 
Istêraux a deux faces eommimrs avee une des pseBoièrei pysanirles con- 
sidérées. Les trois dernières faces sont des triangles ëquilatéraux iden- 
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Pour obtenir la projection de œ polyèdre sur ua plan 
perpendiculaire à la diagonale qui joint les sommets des 
deux pyramides pentagonales considérées, on construira 
un pentagone régulier abede (fig. 89) ayant pour côté le 
côté du solide et Ton aura la projection de l'une des 
bases; la base de la seconde pyramide sera projetée sui- 
vant un pentagone ÂBCD£| identique au précédent, 
concenti'ique avec lui et dont les sommets correspoa- 
dront aux milieux de» arcs sous-tendus par les côtés du 
premier pentagone. Les arêtes latérales de ces deux pyra- 
mides sont projetées suivant les rayons de ces deux penta- 
gones réguliers. Les dix triangles latéraux ont tous leurs 
sommets qui coïncident avec des sommets des bases des 
deux pyramides considérées , leurs projections sont donc 
déterminées. 

Pour avoir la projection verticale du solide sur un 
plan parallèle au plan vertical projetant de l'arête 
projetée en oa^ par exemple, appartenant à la pyra- 
mide inférieure, on remarquera que sur ce plan cette 
arête se projette en vraie grandeur ; la projection cl 
de Textrémité se trouve donc sur la perpendiculaire 
menée de a sur la ligne de terre et sur l'arc de cercle 
décrit de la projection verticale d du sommet o comiAe 
centre avec un rayon égal au côté a6 ; on a supposé 
l'extrémité inférieure de la diagonale verticale située sur 
le plan horizontal de projection, par suit^ d est sur la 
ligne de terre ; tous ks autres sommets appartenant au 

Uqnef aux deux premiers, et placée*, d'après la. génération de la figure^ 
de manière c[ue celles qui sont adjacentes à une des faces qui appai-tîen- 
Bcnt à l'autre pyramide aiett des positions symétriques. 11 n'y a qu'une 
manière de disposer ces triangles de manière que le cinquième remplisse 
l'intenralle qu'ils laissent entre eux. On forme donc la même pyramide 
régulière pentagonale que les deux premières considérées* 
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même pentagone ont leurs projections verticales sur la 
parallèle menée de a' à la ligne de terre ; à cause de la 
position du plan vertical, les sommets €,é ^ b.Vy situés sur 
une même perpendiculaire au plan vertical, ont leui^ 
projections e'y U qui coïncident ; il en est de même des 
sommets ce', d.d . 

Une face latérale projetée horizontalement en dcC a 
sa hauteur parallèle au plan vertical projetée horizonta- 
lement en Qm parallèle à la ligne de terre, son extrémité 
inférieure est projetée verticalement en c', puisqu'il ap- 
partient au côté cd.dd perpendiculaire au plan vertical ; 
la projection C de son extrémité supérieure sera donc 
au point de rencontre de la perpendiculaire menée de G 
à là ligne de? terre avec l'arc de cercle décrit de d comme 
centre avec un rayon égal à la hauteur d'un triangle 
équilatéral construit avec ab. Cette hauteur, qui est la 
même que celle du triangle projeté en ocd^ est projetée 
en vraie grandeur en dd sur le plan vertical ; la paral- 
lèle menée de C à la ligne de terre contient les projec- 
tions verticales A', E', B', D' de tous les sommets de la 
base pentagonale de la seconde pyramide ; on construit 
facilement la projection c/' du sommet de cette pyramide, 
puisque les deux pyramides ont même hauteur. £n joi- 
gnant les projections verticales des sommets des diffé^ 
rentes faces triangulaires , on aura la projection verti- 
cale demandée. 

Comme vérification, la diagonale projetée horizonta- 
lement en ebf étant perpendiculaire au plan vertical, le 
plan de la base pentagonale mené suivant cette droite est 
perpendiculaire au plan vertical, et par suite les arêtes 
situées dans ce plan sont projetées sur sa trace verticale ; 
les points d jtl ^hl doivent donc être en ligne droite; il en 
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est de même des trois points c\ B', d\ et les droites 
A'o', o'V doivent être parallèles comme traces verticales 
de deux plans parallèles. 

303. 4* Hexaèdre régulier {cubé). 

Si Ton réunit trois carrés pour former un trièdre tri- 
rectangle, les plans menés par les arêtes opposées à celles 
du trièdre déterminent une seconde figure identique à la 
première et Ton a un polyèdre de six faces carrées dont 
tous les angles solides sont trirectangles. Ce' polyèdre est 
V hexaèdre régulier ou cid)e. 

304. Les projections d'un cube sur deux plans dont 
Fun est parallèle à uife face ne présentant aucune diffi- 
culté, nous déterminerons les projections du cube sur 
deux plans Tun horizontal perpendiculaire à une diago- 
nale, Tautre parallèle au plan de cette diagonale et d'une 
arête. 

Considérons d'abord le cube abcd , afifi^d^ y clUdcPj 
djjlfi\dx (fig. 90) dont la face abcd est située dans le 
plan horizontal de projection et a sa diagonale ae per- 
pendiculaire à la ligne de terre. Faisons tourner la figure 
autour de la perpendiculaire dil à la ligne de terre de 
manière à rendre verticale la diagonale b^.U^d. Après ce 
mouvement la projection verticale du cube sera le rec- 
tangle ^^^^^J identique au rectangle VB^ddl^. 

Les projections horizontales des sommets du cube 
dans la nouvelle position seront données par les points 
de rencontre des parallèles à la ligne de terre menées par 
leurs projections horizontales avec les perpendiculaires 
à la même ligne menées par les nouvelles projections 
verticales correspondantes. 


206 GÉOXËTRIÎS DE8CBIPT1TK. 

Le contour de la nouvelle projection horizontale est 
un hexagone régolier. En effet, si de ^' on abaisse une 
perpendiculaire p7' sur ^\d!y on a dms le triangie rec- 
tangle ^P'P'i "la proportion 

. mJ^\-l d'où /'a'=^-^ 

On verrait de même qu^cin menant de $î la parpendî- 
cidaire ^^ sur â^^ on a 

et par suite ' cF^=:^l=zl^^j 

si^^ donc on prolonge ^l parallèle à ^'S'^y cette droite 
passe par le point d^ milieu de ,6'^^/' oîi se projettent les 
points dont a^ et y^ sont les projectioiis horizontales. Les 
troisi arêtes égales menées du point projeté en p/ soht 
donc limitées à un même plan horizontal, leurs projëc- 
tiôos^'horizQntales sont donc égales. 

Les droites qui joignent les extrétnités des projections 
de ces droites sont aussi égales comme projections dé 
droites horizontales égales toutes trois à la diagonale 
d^une Êice du cube; les trois parallélogrammes P^iTYii 
^iTi^A > ^^^1 ^^^^ ^^^^ ^^^ losanges identiques et par 
suite la figure ^^yy A^ ^^ ^^ hexagode régulier. 

, 305.. Dans le triangle rectangle^p^fS'jcf'on'a : 




et, ea appriant m le côté du cube, 

^ 3 ^3 


Si Ton donne la projection hôrizofilale', pôttf construire 
la projection verticale,' on décrit un'^ârc dé' cerclfe avec 
av=p'^ pour rayon; le point p' oîi det arc Coupe p^' est 
un sommet de la projection verticale.- 

306. 5' Dodécaèdre régulifir^ : 

Supposons qpoe l'on consti^isC^ dîfi^d <!iiii plan sttr les 
cinq cotés d'un pentagone TégdUeri^ fi^tagosi» Idën^ 

• tiques et que Ton fasse tournea^^ km ■péMAQaà^ ^xilouv 
dêi cotés du premier^ de inalAi^& 4i ^è^^itcidef 1^ 
arêtes voîsii»s, on forniera^ aussi ^iiiiéi>llgtti^î|?\îîttqfac^ 
latérales présentant cinq angles «si^tarii^' et dnq spigles 
Tentrants-, et tous les trièdreSs -forpi^ Jak* cette figure-, 
en y camprenantcçirxqui s6«t;déteçtftîflés par les plans 
des arêtes des angles rèntpimtst sont égaux comme 
ayant tnofs faces égales ou deux faces égales et l'angle 
dièdre compris égal. Les angles saillants sont donc égaux 

. aux angles rentrants. 

Si don€ on forme une seconde figure identique à la 
précédente, et si on la présente à Taulre en la renversant 
de manière à présenter les sommets des angles' saillants 
de Tune aux sommets des angles rentrants de Taulre, 
les côtés extérieurs eolncidei^ont, et le solide limité aux 
douzes faces considérées sera un dodécaèdre régulier, 
car toutes les faces sont des pentagones réguliers et tous 
les angles solides sont des trièdres qui ont leurs trois 
faces égales; si l'on prend pour bases les pentagones 
ptûmitifs autour desquds on a construit les pentagones 
mobiles , on Voit d'après le %nodè de construction que 
les sommets des angles saillants et ceux des angles ren- 
trants sont dans des plans parallèles aux plans de ces 
bases ; par suite ces plans sont parallèles entre eux. 
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307. Pour déterminer la projection du dodécaèdre 
sur le plan d'une face, on construira le pentagone 
régulier abcde (fig. 91) ayant pour côté le côté du so- 
lide ; les arêtes latérales, qui partent des sommets de ce 
pentagone, seront projetées suivant des droites faisant des 
angles Qgaux avec ses côtés'. 

Dans un pentagone latéral une diagonale parallèle 
à cd égale à une diagonale be de abcde sera projetée en 
vraie grandeur suivant une parallèle à et/ comprise entre 
les projections des deux arêtes latérales menées par c et 
d; pour construire cette projection pq , il suffit de me- 
ner par les extrémités de la diagonale be parallèle à 
cd les droites bp j eq parallèles à la ligne de terre. Les 
points de rencontt*e/7 et q avec cp, dq sont les projections 
de deux sommets.. Les sommets analogues* étant projetés 
à des distances égales de^ o ont leurs projections situées 
sur la circonférence décrite de o comme centre avec op 
pour rayon. 

La base supérieure sera projetée suivant un polygone 
ABCDE identique fi abcde ^ concentrique avec ce poly- 
gone, et tel que ses sommets correspondent aux mi- 
lieux des arcs sous-tendus par les côtés de aùede ; les 
projections des arêtes latérales seront déterminées comme 
dans le cas précédent , et leurs extrémités sont projetées 
à la même distance du centre. On connaît donc les pro- 
jections horizontales de tous les sommets et par suite 
celles de toutes les arêtes du polyèdre. 

Projetons maintenant la figure sur un plan vertical 
parallèle au plan projetant de l'arête dont la pro- 


1. Pour avoir ces projections, il suffit de prolonger les droites qui 
joignent les sommets au centre. 
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jeclion horizontale • est am parallèle à la ligne de 
terre ; Textrémîté supérieure de cette arête, qui se 
projette verticalement en vraie grandeur, a sa pro- 
jection verticale ni sur la perpendiculaire à la' ligne de 
terre menée par m et sur Tare de cercle décrit de a 
comme centre avec la longueur d'une arête pour rayon ; 
tous les sommets des angles rentrants situés à la même 
hauteur sont projetés verticalement sur la parallèle à la 
ligne de terre menée par rrl ; si Ton considère le sommet 
projeté en P, ce point appartient à la surface latérale pro- 
jetée horizontalement suivant cdqVp menée suivant cJ et 
par conséquent perpendiculaire au plan vertical ; comme 
cette face est projetée verticalement suivant une droite dpf 
dont on a deux points dj ffy si Ton prolonge cette droite 
jusqu'au point de rencontre avec la perpendiculaire me- 
née par P à la ligne de terre, on aura la projection ver- 
ticale F d'un sommet d^un angle saillant; la parallèle 
menée par P' à la ligne de terre contiendra les projec- 
tions verticales de tous les autres sommets des angles 
saillants; la base supérieure est alors déterminée, puis- 
qu'elle est distante du plan des sommets des angles sail- 
lants de la même quantité que la base inférieure du plan 
des sommets des angles rentrants^ 

308. On obtient facilement la projection de l'un 
quelconque des cinq polyèdres réguliers sur un plan ver- 
tical quelconque , puisque la première projection verti- 
cale donne les distances de tous les sommets au plan 
horizontal ; on tracera Jes parallèles à la nouvelle ligne 
de terre aux distances connues et l'on n'aura plus qu'à 
mener des perpendiculaires à cette ligne par les projec- 
tions horizontales des sommets. 

14 
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309» Si l'on Teut obtenir une section plane d'un de ces 
polyèdres 9 on aura recours à un plan vertical auxiliaire 
perpendiculaire au plan sécant (<'* partie 148), et Ton 
en déduira facilement les projections de l'intersection sur 
les deux plans donnés. Il importe dans cette construc- 
tion de marquer d'une même lettre les projections, de 
chaque sommet sur les trois plans , lors même que plu- 
sieurs sommets seraient projetés au même point, a&n de 
pouvoir reconnaître facilement les projections corres- 
pondantes de chaque arête. 
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MÉTHODE DES PROJECTIONS COTÉES. 

310. Au lieu de représenter les distances dans le sens 
vertical au moyen de projections sur un plan vertical, on 
peut représenter ces dimensions numériquement au moyen 
de nombres appelés cotes que l'on écrit sur le plan hori- 
zontal à côté des projections des différents points que Ton 
considère. Ainsi im point A (fig. 92) est représenté sur 
un plan MN par sa projection a et un nombre 7,8 écrit à 
côté de la projection. Ce nombre indique que le point se 
trouve sur la perpendiculaire menée par a à MN à une dis- 
tance de-MN égale à 7 fois et 8 dixièmes la longueur 
adoptée pour unité. Ce mode de représentation constitue 
la méthode des projections cotées. On voit que cette mé- 
thode diffère de celle dite des projections en ce que lés 
dimensions dans le sens vertical au lieu d'être exprimées 
géométriquement le sont par des nombres. 

311. Nécessité dune échelle. 

Puisque dans cette méthode les dimensions peuvent 
âtre représentées soit géométriquement, soit numérique- 
ment, il est indispensable^ pour qu'on puisse les compa- 
rer entre elles ou effectuer des constructions avec des 
longueurs exprimées des deux manières^ qu'on puisse 
trouver immédiatement la grandeur géométrique qui 
correspond à une grandeur numérique donnée et réd*- 
proquement; il est donc nécessaire que chaque desrâ 
soit accompagné d'une échelle qui donne la grandeur li- 
néaire de l'unité numérique, et celle des principaux 
multiples et sous-multiples de Tunité. Telle est l'échelle 
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représentée (fig. 93) ; ab, représentant la longueur de 
Tunlté, a été portée successivement \Q fois de a enyiet 
à gauche une fois de a en c ; cette dernière partie a été 
divisée en <0 parties égales de manière à donner des 
dixièmes de Tunité. A droite de J on a porté encore deux 
multiples égaux à 5 fois l'unité. Généralement, on donne 
à l'échelle une longueur assez grande pour que Ton puisse 
y porter toutes les dimensions du dessin auquel elle doit 
servir. 

Si Ton veut, au moyen de cette échelle, prendre par 
exemple la longueur 5,7, on prendra la partie comprise 
entre le point 5 sur ad^i la 7™' division sur ac comptée 
âf partir de a. 

On trouverait de même facilement, au moyen de cette 
échelle, à moins de -^^ près, le nombre qui représente 
une longueur géométrique donnée. 

L'échelle est dite de ^, j^, TlToôî '^^^sque Tunité de 
longueur (généralement le mètre) est représentée sur le 
dessin par le dixième, le centième, le millième de sa lon- 
gueur. Souvent, au lieu de recourir à l'échelle située au 
bas du dessin, on se sert d'un double décimètre divisé 
en centimètres et en millimètres. C'est sur cette règle 
que Ton porte ou que l'on évalue les longueurs dont on 
a besoin. 

312. Plan de comparaison. 

Le plan horizontal par rapport auquel on prend les 
cotes des différents points est appelé plan de compa- 
raison. Ce plan passe toujours au-dessous de l'objet à 
représenter ^ Lorsque le plan de comparaison est le plan 

1 . Dans les anciens dessins de fortification les cotes sont comptées 
dans rhypollièse contraire ; le plan de comparaison est supposé supc- 
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tangent au niveau de la mer supposé prolongé^ les cotes 
prennent le nom ai altitudes. 

Tous les plans horizontaux sont parallèles au plan de 
comparaison, de sorte que la projection de l'objet de l'es- 
pace restera la même quel que soit le plan horizontal de 
projection. On peut donc considérer un plan horizontal 
quelconque comme plan de comparaison^ pourvu que l'on 
indique la cote d'un point par rapport à ce plan. On ne 
considère pas de plan de comparaison supérieur à des 
points de l'objet afin d'éviter des cotes négatwes. 

313. Représentation d* une droite. 

Une droite daps l'espace est complètement déterminée 
lorsque l'on connaît les projections et les cotes de deux 
quelconques de ses points. La droite qui joint les projec- 
tions des deux points est la projection de la droite. Les 
cotes servent à fixer les positions dans l'espace de deux 
points déterminés de la droite et par suite la droite elle- 
même. Ainsi la droite AB (fig. 95) de l'espace est déter- 
minée par les projections a, b et par les cotes 4, 4 et 
8, 2 de deux de ses points A et B» 

Nota. La droite ab est dite la distance horizontale 
des points A et B. 

rieur aux points à représenter , de sorte cp*un point est d'autant plus 
bas que sa cote est plus forte. Il est facile de coter un pareil dessin 
d'après le nouveau système. Supposons ^ par exemple, qu'un point A 
projeté en a' (fig. 94) soit coté 12 d'après l'ancien système et que l'on 
prenne un nouveau plan de comparaison situé à SO"" au-dessous du 
premier, la distance du point considéré au nouveau plan sera 

aa'—Afl';= 30— 12=18. 

On voit donc que l'on obtient la cote nouvelle d'un poînt en retran- 
cbant sa cote ancienne de la distance des deux plans de comparaison. 
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314. UneidroHe horizontale est déterminée par les 
projections de deux points quelconqiues affectées de la 
même cote« Ces deux cotes égales doivent toujours être 
écrites sur la projection de la droite afin d'en Lien nAuu 
quer rborizontaltté. 

31 5. Une droite verticale est représentée par le point 
où elle perce le plan de projection. Ce point est sans cote, 
SI là droite «st indéfinie; si elle est limitée^ on 
donne à, ce point les cotes des àdusi extrémités de la 
droite. 

316. Remarque. Si Ton considère h. figcffe A£^t& 
(fig. 95) formée dans l'espace par une portion AB d'une 
droite^ par les projetantes Aa et Bb de ses extrémités et 
par sa projection ab^ on voit qu'on a un trapèze rectan- 
gle «en a et 6, dans lequel les cotés Aa, Bb^ ab sont con- 
nus^ les deux premiers parles cotes des points A et B et 
le troisième par la distance horizontale entre les projec- 
tions de A et jde B. Cette figure peut servir à résoudre le 
plus grand nombre des problèmes relatifs à la ligne 
droite. 

PROBLÈMES SUR LA LI6KE DROITE. 

317. Déterminer la projection et la ivraie grandeur 
dune droite qui passe j)ar deuxj)oints donnés A ei'B» 

tSûient 3^5 et 5^6 les x;ot«s des deux points donnés et 
'prejetés en a et i (fig. 96) • La projection de la drorte AB 
qui joint ces deux points dans l'espace est la droite ab 
qui joint leurs projections. 

four avoir géométriquement la distance de ces deiK 
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points, il suffit«.de xionfitruiFe le tri^èze rectangle foriBJ 
par la droite ÂB, sa projection ab et les projetantes Aa, 
B6 de À et B. A l'échelle du dessin on prendra sur les 
perpendiculaires à ùb^ «menées par a et b aA = 3,5 d 
Bé=5, 6; AB est la longueur cherchée. 

Au lieu du trapèze a^BA, on peut se contenter fib 
construire le triangle rectangle ABC dont AG=a& est Tiiii 
des côtés de l'angle droit et dont l'autre, BC=B& — Aefy 
est la différence des cotes des deux points A et B. 

Nota. La. diitférence B6— -Aa des cotes des points B>dl 
A est dite la distance {verticale de ces points. 

Si Ton veut obtenir la distance AB numériquement , 
on mesurera ab à l'échelle du dessin; soit a£=:5, od 
aura: 


AB=v/(5,6— 3,5)«+5»==v^2,l*+5*==:v^2Ô74r=5i 

318. Étant donnée Ta projection dHune droite cotée 
en deux points , déterminer la cote d^un point quel^ 
•conque de cette droite. 

Soit ab (fig. 96) la projection donnée et cotée 3^5 et 
5,6 aux points a et % et soit d la projection d'un troi- 
sième point de cette droite dont on demande la cote. Si 
l'on construit comme précédemment le trapèze KRab et 
si par le point d (m mène la perpendiculaire dD à ab jus- 
qu'à la rencontre de AB en D, Tid représente géométri- 
quement la hauteur cherchée, et, si on la mesure à 
l'échelle, on aura la cote du point de la droite projeté 
ead. 

319. On peut remarquer que Hd excède ka ou £drr= 
3^5 de la longueur £D qu'il est iÎBUÛle de déterminer; en 
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effet, les triangles semblables ÂDE, ABC donnent la 
proportion : 

DE AE DE €id ,, ^ ^^t? /t»? a \^ ^od 

BG=ÂC «" W=:Tk^âê* «1°" DE=(B*-A«)X^, 
expression que Ton peut mettre sous cette forme : 

ad 




La fraction ,_ ■ » dans laquelle ab représente la dis- 
tance horizontale et BA — k.a la distance verticale des 
deux points, est ce qu'on appelle le module delà droite, 
c'est le chemin qu'il faut parcourir horizontalement 
pour s'ëlever sur la droite de l'unité de longueur. On a 


donc pour la valeur de DE : 

ad 


DE = 


module* 


En général, si Ton désigne par 8 la distance horizon- 
tale de deux points quelconques, par h leur distance 
verticale et par m le module, on a: 

i 

formule générale de laquelle on peut tirer la valeur mh de 
&, lorsqu'on connaît A, ou la valeur — de A, lorsqu'on 

connaît &. 

Dans la pratique, on a recours à la construction géo- 
métrique suivante : par l'extrémité a de ab (fig. 96) on 
mène une droite quelconque «F sur laquelle on porte 
une longueur «F==5,6 — 3,5=2,1 rapportée à une 
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échelle quelconque, soit par exemple 21 millimètres , de 
sorte que 1™™ représente en réalité 1 décimètre. On joint 
bF et l'on mène dG parallèle à iF ; à cause de la propor- 
tion précédente, aG représente en millimètres le nombre 
de décimètres qui mesure la différence de niveau des 
points projetés en deta; soit «G==8"°',5 la différence 
des cotes, est O^SS et la cote du point rfest 3,5-|-0>85 
=4,35. 

Pour trouver la cote du point d, on peut encore opé- 
rer de la manière suivante : on mène par les deux points 
a el b deux parallèles quelconques am^hn; on déter- 
mine sur un double décimètre deux points m eX. n dont 
la distance soit un multiple de la distance verticale des 
points aetb; on place par tâtonnement le double déci- 
mètre, de manière que les deux points ainsi déterminés 
soient sur les parallèles am et bn^ et que le bord 
de la règle passe par le point d; le nombre de millimè- 
tres interceptés entre d et le point m, situé sur la paral- 
lèle menée par a donne la différence de niveau au- 
dessus de a ; on aurait de même la différence de niveau 
au-dessous de b. Sur la figure 96, pour déterminer la 
cote du point dj on a pris sur le double décimètre une 
longueur mn égale à 42"", correspondant à la différence 
de niveau 21 décimètres, de sorte que 2 millimètres cor- 
respondent à 1 centin^ètre. On trouve md égal à 1 7 mil- 
limètres qui correspondent à 8 décimètres et demi , la 
différence de niveau des points a et rf est donc 0,85 , et 
par suite la cote du point d: 

3,5+0,85=4,35. 
Ce procédé doit surtout être employé lorsque les parai* 
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lèles dont on se sert auront été tracées pour servir à 
d'autres constructions. 

320. Tromer sur une droite cotée en deux points la 
projection dun troisième point dont on donne la cote. 

Soit ab (fig. 96) la projection d^une droite cotée 3^5 

et 5,6 aux points a élb; supposons qu'on demande la 
projection du point de cette droite coté 4,35, Pour dé- 
terminer ce point géométriquement , construisons comme 
précédemment le trapèze KRab; sur èB, prenons, à par- 
tir du point bf une longueur &K==4^35^ menons par le 
point RKD parallèle à a& jusqu'au point D de rencontre 
avec AB, et enfin Hdy. perpendiculaire à ab; d est la pro- 
jection du point cherché , car la distance du point pro- 
jeté en d au plan de projection est D^==^R=4,35. 


321 . Si Ton applique la formule tz=zmh donnée pré- 
cédemment (319), en supposant a&=5^Aa— S6=2,1 et 
par suite 


5 


on a. pour la distance cherchée t 
^^rf=*=^ X (4,35— 3,5) = ^^M» =2,02} 

on reportera cette distance à l'échelle du dessin sur ab 
à partir du point a et l'on aura le point £/. 

Dans la pratique, on mène une droite quelconque a F 
(fig. 96) par le point a , on prond sur cette droite des 
longueurs a F et a G proportionnelles aux nombre 2,1 
et 10^85 (soit 21 millimètres et 8 miliiniètres.^^) on joint 
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Fb , et Ton mène Gd parallèle k ¥b; d est le point 
cherché. 

Dans Texëcutîon on marque au crayon les points F, G; 

, la direction Gd s'obtient par le mouvement de Téquerre 

sans qu'on ait besoin de tracer les droites bY^ Gd; de 

sorte qu*on obtient le point ^sans que Ton ait à tracer 

une seule ligne. 

Dans la solution du problème précédent j on peut de 
même se dispenser de tracer les parallèles Yb et Gd. 

Dans ce problème comme dans le précédent, (31 9) on 
peut se servir du double décimètre et de parallèles me- 
nées par a et b. On détermine sur le double décimètre 
trois points tels que les distances des deux derniers au pre- 
mier soient des équimultiples des distances verticales des 
points delà au-dessus de£, et on place par tâtonnement 
le double décimètre , de manière que les points extrêmes 
soient situés sur les deux parallèles menées par atXbçX 
que le point intermédiaire soit sur ab; dans cette po- 
sition, ce dernier point est le point cherché. 

Comme dans l'exeniple précédent, on doit surtout em- 
ployer ce procédé quand les parallèles dont on a besoin 
sont déjà tracées. 

Sur la figure 96, pour déterminer le point coté 4,35, 
on a considéré sur le double décimètre trois points/72,é/,n, 
tels que nd=z\ 7"" et m/i=:43"", nombres respective- 
ment égaux à 2 fois 8°™,5 et 2 fois 21 qui représentent 
en décimètres les distances verticales du point cherché et 
du point ^ au point â:y on a placé le double décimètre de 
manière que ces trois points fussent respectivement sur 
la parallèle menée par a sur ab , sur la parallèle menée 
par b et -sur ab; le point placé sur ah est le point 
dieccfaé« 
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322. Coroll\ibeI. On peut, au moyen de cette solu- 
tion , trouver le point oîi une droite rencontre un plan 
horizontal quelconque, puisque cela revient à déterminer 
le point de la droite qui a même cote que le plan. 

On peut, par suite, déterminer le point où la droite 
perce le plan de comparaison qui est coté 0. 

323. C0ROLLA.IRE II. On peut reconnaître par le 
même procédé si deux droites données par leurs projec- 
tions cotées se coupent dans Tespace, puisqu'il suffit de 
reconnaître si au point de rencontre des deux projec- 
tions horizontales correspond la même cote sur les deux 
droites* 

324. Corollaire III. On peut encore déterminer les 
points dont les cotes sont exprimées par des nombres en- 
tiers et qu'on appelle les points à cotes rondes. On déter- 
minera deux de ces points et l'on partagera la distance 
de leurs projections en autant de parties égales qu'il y a 
d'unités dans la différence de leurs cotes. 

D'après la définition donnée du module (31 9), il est fa- 
cile çle reconnaître que le module est exprimé géométri- 
quement par la distance horizontale comprise entre deux 
points consécutifs à cotes rondes, car si dans la formule 

m=j , h devient égal à 1 , "*on a m = J. 

Ce module de la droite permet de connaître immédia- 
tement d'une manière approximative la cote d'un point 
quelconque de la droite et le point de la droite qui a 
une cote déterminée. 

325. DiÊFiNiTiON. On appelle /^ew^e d'une droite le rap- 
port de la distance verticale à la distance horizontale de 
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deux quelconques de ses points. 11 est clair que ce rapport 
est le même^ quels que soient les deux points de la droite 
que Ton considère ; soient, en effet, A et B deux premiers 
points d'une droite (fîg. 95) C et D deux autres points de 
la même droite ; si, dans le plan vertical projetant de cette 
droite on mène les horizontales AE, CF par les points A et 
Cet les verticales BE et DF par les points B et D, les points 

A et B donnent pour la pente le rapport j= et les points 

DF 

C et D donnent le rapport ^ ; or, ces deux rapports sont 

égaux à cause de la similitude des deux triangles ABE, 
CDF *. 

326. La pente de la droite AB est exprimée par la 

fraction — ; le module de cette droite (319) est^; on 

voit donc que la fraction qui exprime la pente est l'in- 
verse de celle qui exprime le module. 

327. Étant donnée une droite cotée en deux points^ 
déterminer sa pente et son module. 

Soil ab (fig. 96) laprojectîon d'une droite cotée 3,5.5,6 
aux points a et £ ; soit 5 la distance horizontale ab des 
deux points à l'échelle du dessin ; la distance verticale de 
ces points est 5,6 — 3,5 = 2,1 , la pente est donc : 

2 i Si 5 

4-=^:: etlemodule: 5-7 = 2.38. 

9 DU Z,l 

328. Remarque. A moins qu'une pente ne soit expri- 
mée par une fraction très-simple, il convient de la rem- 

1. On voit que ce rapport est la tangente trigonométrique de l'angle 
que fait la droite avec sa projection sur un plan horizontal. 
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placer par une fraction dont le numérateur est l'unité et 
dont le dénominateur est le module de la droite. Ainsi 

dansTexempleprécédentlafraction ggsera remplacée par : 

i _ I 

a()^""'2,38* 

21 

Sous celte forme, on conçoit plus rapidement la pente de 
la droite^ car on voit immédiatement que pour s'élever de 
1™ sur la droite il faut parcourir horizontalement une 
longueur égale à 3" 38 qui est son module. 

329. Étant donnée la projection ab (tune droite 
(fig. 97) et la cote &yh€Pun de ses points a, déterminer 
la cote d!un second point de la droite de manière qiCelîe 

ait une pente donnée j^. 

12 

Le module de cette droite est— . Portons à partir de 

a sur ab une longueur ac égale à 5 fois le module, c*est-à«- 
dire égale au dénominateur 1 2 de la pente ; la distance 
verticale du point ainsi obtenu au point a est 5, et par 
suite sa cote est : 

6,5+5=11,5 ou 6,5 —5= 1,5, 

suivant que la pente est dans un sens ou dana l'autre. 

Si le dénominateur de la fraction qui exprime la pente 
est trop grand pour qu'on puisse porter la longueur cor- 
respondante sur la projection de la droite, on divise les 
deux termes de la fraction par un même nombre^, et Ton 
opère comme précédemment. 
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330. Mener par un point donné a = 5 (fig. 98) une 
fmrallèle à une droite donnée cd '(7.1 1 ). 

Laprojectîon de la droite cherchée est ah parallèle à cd; 
les droites étant parallèles, leurs modules sont égaux; si 
donc on porte sur ab une longueur ab:=icdy à la même 
distance horizontale devra correspondre la même distance 
verticale (1 1 — 7=41;le pointé sera donc coté 5 -f- 4= 9. 

DU PLAIT* 

331 . Mode de représentation dan plan. 

On appelle horizontales d'un plan les intersections de 
ce plan par des plans horizontaux. — Toutes les hori- 
zontales d'un plan sont des droites parallèles entre elles. 

Un plan est déterminé par les projections cotées dé 
deux de ses horizontales ; ces horizontales sont elles-mê- 
mes déterminées par une perpendiculaire commune sur 
laquelle on aura coté les points de rencontre; un plan 
peut, de cette manière^ être représenté par une droite 
cotée en deux points. 

Ainsi la droite ab (5 — 7 (fig. 99) détermine deux hori- 
zontales 5 et 7 perpendiculaires à sa direction qui fixent 
la position d'un plan dans l'espace. 

Pour distinguer une droite cotée qui représente un plan 
d'une droite réelle^ on donne un double trait à la pro- 
jection de la première. 

332. La droite y dont la projection cotée fixe ainsi la 
position dun plan^ est une ligne de plus grande pente 
du plan^ 

En effet, soient un plan quelconque PQ (fig. 1 00) et 


I 
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AQ son intersection avec un plan horizontal MN, AQ est 
une horizontale de ce plan ; soit BD une droite de ce plan 
perpendiculaire à Thorizontale AQ, la perpendiculaire BD 
est une droite qu'on est. convenu de considérer pour fi 
gurer le plan ; soit "Db l'intersection de MN avec le plan 
vertical mené par BD, c'est-à-dire la projection de BD 
sur MN; soit enfin b la projection d'un point quelconque 
B de BD sur MN ; la pente de la droite sera représentée 

par la fraction^. Menons par B une droite BC paral- 
lèle à n'importe quelleautre droite duplan, et joignons le 
point G où elle rencontre l'intersection AQ à la projjec- 
tion è de B sur MN ; la pente de cette seconde droite est 

Bô 

r^y fraction plus petite que la précédente, puisqu'elle a 

même numérateur et un dénominateur plus grand *. La 
pente de BD perpendiculaire aux horizontales du plan 
est donc plus grande que celle de toute autre droite du 
plan. 

La projection cotée Dé d'une ligne BD de plus grande 
pente du plan PQ est vulgairement appelée échelle de 
pente du plan. On s'en sert comme de la projection 
cotée d'une droite pour déterminer la cote d'une hori- 
zontale quelconque du plan, et pour construire une ho- 
rizontale à une cote quelconque donnée. Si l'on veut 
d'après cela déterminer la cote d'un point situé sur un 
plan dont on donne la projection, on mènera l'horizon- 
tale qui passe par ce point et l'on déterminera la cote du 
point où cette horizontale rencontre l'échelle de pente. 


1. Qa a D^ •< G^, parce que AQ perpendiculaire au plan BD^ est 
perpendiculaire à D^ ; D^ est donc une perpendiculaire menée de b sur 
âQ et par suite éCest une oblique. 
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Pour faire ces opérations, comme oa a généralement 
deux horizontales tracées^ on emploiera ici avec avantage 
la méthode du double décimètre indiquée précédemment 
(319-320). 

333. Observation sur la représentation dun plan. 

La ligne de plus grande pente d'un plan n'est pas tou- 
jours nécessaire pour figurer le plan ; il arrive souvent 
que ce plan est déterminé par les projections cotées de 
droites qui s'y trouvent situées, et dans la résolution 
des problèmes on se passe souvent de l'échelle de pente. 

Soit proposé y par exemple, de 'déterminer la cote 
d'un point projeté en d (fig. 101), et appartenant au 
plan des trois points a=4^5^6=3^8^c=2,3 ; on mènera 
les droites du plan projetées suivant ac^ hd \ ces droites 
se coupent au point projeté en fk la rencontre de ac et 
bd ; on peut déterminer la cote de ce point f situé sur 
ac (4,5 — 2,3); soit 3,4 cette cote ; la droite du plan 
projetée en bf est donc cotée en deux points b et /*. On 
peut donc en déduire la cote 3,25 du point d. 

PROBLÈMES SUR LE PLAN. 

334. Déterminer Féchelle de pente dun plan pas^ 
santpar trois points donnés a=7,5, é==IO, c=9,5 
(fig.102). 

Joignons deux des points donnés a eX. b; la droite 
ainsi menée est une droite du plan ; déterminons sui 
cette droite le point ^^9,5 à la même cote que le troi- 
sième point donné c; la droite cd est une horizontale du 

plan cherché ;tine perpendiculaire efk cette droite cotée 

15 
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9,5 au point fàe rencontre avec cd et 7,5 aju point de 
, rencontre e avec riiorizontale menée par le point a est 
réchelle de pente demandée. 

On résout de la même manière les problèsnes ssii- 
vants : 

Déterminer VécheUe^ de pent& (tan plan passant 
V par une droite et un point; 2® par deux droites qui 
4e coupent , 3* par deux droites parallèles. 

335. LVngle formé par la ligne de plus, grande peote 
d'^un plan avec sa projection mesure Tinclinaison du plan 
sur le plan horizontal; cet angle sera donc, déterminé 
par le module de réchelle de pente. 

336. Mener par un point un plan parallèle à un 
plan donné. 

Deux plans parall^es oat letirs traces: parallèles et 
même inclinaison ; leurs échelles de pente sont donc ps- 
inllèles etont même module*. Pour résoudre le problème^ 
il suffit donc de mener par le. point domié une paira^èle 
(330) à réchelle de pente du plan donné.- La parallèle 
^insi menée est une échelle de pente duplan qui satisfait 
à la question. 

337. Déterminer F intersection de deux p{ans. 

Soient 12,6—20,5 et 15,2—18,4 (fig. 103) les deux 
plans donnés ; déterminons surréchelle dep^aite du pre- 
mier plan les points 1 5,2.18,.4 aux rnâmes^ cate& que les 
points donnés sur la seconde échelle de peote % le» hori'^ 
aEpntales 1 5,2 des deux> plans situées dan& un i même plan 
horizontal se coupent en un point a qui est let point ) 5^2 
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de riotersection ; les deux horizonlales 1 8^4 se coupent 
de même en un point b qui est le point 18>4 de l'inter- 
section ; r intersection cherchée ab est donc déterminée ( 
par les projections cotées de deux de ses points. 

338. Cas particulier où les projections des lignes de 
plus grande pente sont parallèles. 

La méthode précédente est en défaut lorsque les 
échelles de pente sont parallèles, parce que dans ce cas 
les horizontales des deux plans sont parallèles. L'inter* 
section étant alors l'horizontale commune aux deux plans, 
un seul point suffit pour la déterminer : soient 15-20 et 
25-8 (fig. 1 04) les deux plans donnés \ déterminons sur 
la deuxième échelle de pente 25*8 les points a et. b aux 
cotes 15 et 20 données sur Tautre et menons un. plan 
auxiliaire qui coupe le plan (25-8) suivant la ligne même 
de plus grande pente 1 5-20 ; ce plan sera déterminé par 
deux parallèles quelconques am et bn menées pae les 
points 15 et 20 et l'on considérera ces deux parallèles 
comme deux de ses horizontales; ce plan auxiliaire coupe 
le second plan donné (337) suivant la droite ttia (15-20); 
cette intersection. /7in et l'autre,, déjà obtenue, qui est la 
ligne de plus grande pente du plan 25«8> étant situées 
dans un même plan (le plan auxiliaire) se coupent en un 
point projeté en o qui appartient à l'intersection cher- 
chée ; il suffit donc de mener par ce point une parallèJe 
aux. horizontales des deux plans. 

339. On peut ohtenir cette intersection d'une maniène 
un peu plus simple par les considérations suivantes. Ap- 
pelons aetâ (fig« 104) les points cotés 15 et 20 sur l'é- 
chelle de l'un des plans ,. c et <£ les point& à mêmes 
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cotes sur celle de l'autre ; soit encore/; le point de ren- 
contre de cette dernière échelle avec l'horizontale d'in- 
tersection que Ton cherch/e ; le rapport r- est égal au rap- 
port ~ , car ces rapports sont égaux tous deux au rap- 

port des mêmes distances verticales : 1" celle de Thori- 
zontale op et du plan horizontal 1 5 ; 2^ celle de la même 
horizontale et du plan horizontal 20. Puisqu'on a la 

proportion : -^ = j- » si 1 on joint op^ ac, oa, ces trois 

droites doivent concourir au même point g. — On 06" 
tient donc un point g de F intersection en prenant le 
point de rencontre de deux droites ac ^^bd qui joignent 
respectiçement des points à mêmes cotes sur les deux 
échelles de pente ^ 

340. Déterminer le point de rencontre d^une droite 
et d'un plané 

Par la droite on mène un plan quelconque, on cher- 
che l'intersection de ce plan avec le plan donné ; le point 
commun à cette intersection et à la droite donnée est 
le point cherché. 

Soient' /7m (12,2 — 18,4) (fig. 105) la droite et/;^ 
(11,5—16,6) le plan donnés. Déterminons sur la droite 
des points a, é-aux mêmes cotes 11 .5. et 16,6 que les 
points donnés sur l'échelle de pente du plan ; par ces 
deux points a y b menons des parallèles quelconques ac^ 
bd que nous considérerons comme les horizontales 11,5, 
16,6 d'un plan auxiliaire ; ce plan coupe le plan 
donné suivant la droite projetée en ef; le point o com- 
mun à cette intersection et à la droite donnée est le point 
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demandé ; on obtiendra facilement sa cote^ puisqu'il 
est situé sur la droite donnée et sur la droite ef cotée 
11,5 et 1 6,6 aux points e et /*. 

DROITES ET PLANS PERPENDICULAIRES. 

341 . Théorèmes. ^— Si une droite est perpendicu- 
laire à un plan :V la projection de la droite est paral- 
lèle à r échelle de pente du plan ; 2^ le module de la 
droite et celui du plan sont inverses Vun de Vautre; 
3® la projection de la droite et V échelle de pente au 
plan sont cotées en sens inverses. 

1"Sur tout plan horizontal, une perpendiculaire au 
pian donné a sa projection perpendiculaire à la trace 
horizontale du plan, et par suite à la projection de toute 
horizontale du plan ; elle est donc parallèle à la pro- 
jection horizontale de toute ligne de plus grande pente 
du plan (332), c'est-à-dire à son échelle de pente. 

2* Soient MNP un plan quelconque (fîg. 106), MN 
son intersection avec un plan horizontal RQ, AB une 
perpendiculaire au plan MNP et AC la ligne de plus 
grande pente du plan menée par le pied A de la perpen- 
diculaire. Les deux droites AB et AC qui se rencontrent 
en A ont leurs deux projections sur RQ perpendiculaires 
à MN et, comme ces deux projections ont un point 
commun a, projection de leur point de^ rencontre A, 
on voit que les projections de ces deux droites se con- 
fondent. 

Soit D le point de rencontre de BA avec le plan RQ. 
Le module du plan est 

Ca 

m = 7-» 

ka 
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celui de la perpendiculaire est 


ka 

or, les deux triangles ACa et ADa étant semblables , on 
a la proportion : 

on voit donc que les deux module sont inverses l'un de 
l'autre. 

3** Les cotes de l'échelle de pente du plan MNP vont 
en croissant de C vers a, celles de la projection de la 
droite AB vont en décroissant de a vers D; les deux 
lignes Ca, àD sont donc cotées en sens inverses. 

342. Problème. Mener par un point donné une 
perpendiculaire à un plan; trouver le pied ci la craie 
grandeur de la perpendiculaire. 

Soient donnés le point a =s 13,2 (%• 107) et le plan 

ca (12,3 — 18,5); la projection de la perpendiculaire 

est la parallèle à cd menée par a« Soit 7 la distance cd 

7 
mesurée à l'échelle du dessm; le module du plan est g-^, 

celui de la perpendiculaire est donc -ç^» (341 , 2*.) Si 

donc à partir de a on porte sur ia projectkw de k per- 
peniKculaire une longueur ei^= 6,12 égale à 7 îm le 

6 2 
module -^, le point éaura une cote 13,2-|-7=20,2. 

On ajoute 7 dans ce cas , afin que les deux HgnAS soient 
cotées en sens inverses. 

Cette perpendiculaire rencontre le plan donné au point 


e (340), œ point est le pied de la peipesdicutaîre et 6a 
distance 'Ea au point donné est la distance cherduée da 
point au plan . 

343. On résoudrait tout à fait de la même manière 
le problème suivant : Mener par un point unjplan,per^ 
pendiculaire à une droite donnée. 

MlhPH(MlB 086 RABATrmnSifTS* 

344. La méthode indiquée (1" partie, 125)" pour 
déterminer le rabattement d^un point (%• 90) est en- 
core applicable à la méthode des projections cotées. 
Ainsi, un point projeté en'o tournant autour de Thori^ 
zontale ÂB vient se placer sur la perpouUculaîre à U 
charnière menée par la projection horizontale o du point 
et à une distance du pied C égale à l'hypoténuse d'oA 
triangle rectangle dont oG est un côté droit et dont l'au- 
tre côté est la différence de cotes du point projeté en o 
et de Uhorizontafe qui sert de charnière. 

345. Soient ab (fig. 108) Thorizontale 10 du plan 
prise pour charnière, et c= 12,30 le point donné sur 
ce plan; le point projeté en c se rabattra sur la direction 
cp de la perpendiculaire menée de c sur la charnière et 
à une distance de p égale à l'hypoténuse d'un triangle 
rectangle dont cp est un côté de Tangle droit et dont 
l'autre côté est égal à ht disfférence de niveau 

12,30—10 = 2,30, 

puisque le rabattement a lieu sur le plan ho^*7ontal 
coté 10; ce triangle a été construit en cpC^. En portant 
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sur cp prolongé p(\=pf^i^ on a en Q le rabattement 
cherché. 

346. Rabattement dune droite. 

Soit mn (fig. 1 08) la projection d'une droite du plan 
(10.12). Pour rabattre cette droite, il suffit de rabattre 
deux quelconques de ses points par le procédé qui vient 
d'être indiqué (345); si la droite donnée rencontre la 
charnière en un point r, ce point reste immobile dans le 
mouvement de rotation et donne un point du rabatte- 
ment ; il convient de prendre un second point sur une 
horizontale du plan passant par un point dont on con- 
naît déjà le rabattement ; le point de la droite situé sur 
l'horizontale du plan qui passe par le point C et projeté 
en ^ a son rabattement G^ sur la parallèle menée par 
C, à la charnière. Le rabattement de la droite est donc 
rG,. 

347. Réciproquement^ on donne le rabattement 
d un points on demande la projection de ce point quand 
on remet le plan dans sa position réelle. 

On remarquera sur la figure 1 08 que dans le triangle 
rectangle C^pc Tangle C^pc est l'angle plan qui mesure 
l'angle dièdre formé par le plan donné et le plan hori- 
zontal; on peut donc considérer cet angle comme connu. 
Soit G, le rabattement d'un point du plan , la projec- 
tion c de ce point sera sur la perpendiculaire C^ menée 
de Q h la charnière à une distance cp de p égale à un 
côté de l'angle droit d'un triangle rectangle dont 
C^^=Cj/? est riiypoténuse et dont l'angle aigu C,/xî 
eàt l'angle connu du plan avec le plan horizontal^ on 
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pourra donc en déduire la projection horizontale c du 
point. 

348. Pour relever une droite, on relèvera deux de 
ses points; on prendra de préférence le point où la 
droite rencontre la charnière et qui est à lui-même sa 
projection et ^ s'il est possible, un point situé sur une 
horizontale passant par un point dont on connaît la 
projection. Ainsi, pour relever la droite rabattue en rG^ 
(fig. 1 08) et qui rencontre la cjiarnière en r, on relèvera 
le point Gj de cette droite situé sur Thorizontale G, Gj 
qui passe par le point Q dont la projection horizontale 
est c ; la projection g du point rabattu en Gj e§t sur la 
parallèle à la charnière menée par c; gr est la projec- 
tion cherchée. 

349. Usages de la méthode des rabattements. 

La méthode des rabattements sert à déterminer la 
vraie grandeur d'une figure plane quelconque et per- 
met de résoudre dans l'espace tous les problèmes pour 
lesquels les données sont situées dans un même plan, 
lorsqu'on sait résoudre ces problèmes en géométrie 
plane. 

APPLICATION. 

350. Construire r angle de deux droites. 

Soient ai (8,2.2,4) (fig. 109) et ac (8,2.3,5) les 
deux droites données qui se coupent au point a (8,2) ; 
déterminons sur ac le point ^ à la même cote 2,4 que le 
second point donné b de ab ; la droite db est une hori- 
zontale 2,4 du plan des deux droites ; si l'on rabat ce 
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plan autour de db pour le rendre horizontal , le point a 
vient en A, (345) et les droites données seront rabattues 
suivant kj) et A/// Tangle bA/iest l'angle demandé. / 

351 . On ramène au problème précédent les solutions 
des deux problèmes suivants : 

V Construire r angle d'une droite et d un plan. 

T Construire Tangèe de detkrpltms. 

Car dans le premier cas l'angle demandé est le com- 
plément de Tangle aigu que fait la droite avec une per- 
pendiculaire au plan menée par un de ses points. Dans le 
second cas l'angle demandé est le supplément de l'angle 
plan formé par les perpendiculaires abaissées d'un point 
pris, à l'intérieur sur les deux faces de l'angle dièdre 
formé par les deux plans. 

» 

PROBLÈMES DIVERS* 

352. 1^ Mener par un point donné sur un plan 
une droite située dans le plan et ayant une pente 
donnée* 

Soient 8. 12 (fig. 110) le plan donné et a la projec- 
tion du point du plan par lequel on demande de mener 
une droite située dans le plan et ayant une pente de \. 

Proposons-nous de mener d'abord cette droite par le 
point c = 1 2 de la ligne de plus grande pente ; il suffira 
ensuite de mener par a une parallèle au résultat obtenu. 
Soit cd la projection demandée et d le point de cette 
droite situé sur l'horizontale 8 ; le module de cette 
droite est \ (327) et comme la différence de niveau des 
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points c et e/ est égale à f2 — 8 = 4, il en rjésulte que 

Ion a (319) 

crf=4x|=6|. 

Si donc^ du point c comme centre avec 6 f pour 
rayon on décrit un arc de cercle, le point d de rencon- 
tre de cet arc avec l'horizontale 8 donne un second point 
de la droite auxiliaire cherchée cd; il suffit alors de me- 
ner par a une parallèle ac à cette droite. 

Xe problème admet généralement deux solutions. 

Il est clair à priori que le problème n'est possible 
qu^autant que la pente donnée est plus faible que la pente 
du plan ; c'est ce qu'indique également la construction 
précédente. 

353. 2" Mener par une droite un plan ayant une 
pente donnée. 

Soit ab (i5 — 13) (fig. 111) la droite donnée par la- 
quelle on se propose de mener un plan ayant une pente 

de j^. Supposons le problème résolu et soit bc la trace 

du plan cherché sur le plan horizontal mené par b; si 
du point a on abaisse la perpendiculaire ad sur bcy le 

module du plan étant -^ ^ la distance verticale des 

points a et ^ étant 15 — 1 3 = 2, la distance hcnrizoatale 
ad est ^ale à 

12 


*|x2 = ^^=3f(9ig), 


3 

la trace ad passe donc à une distance de a égafe à 3=; 
si donc de a comme centre avec 3= pour rayon on dé- 


i 

I 

« 

4 

\ 
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crit une cîrconférence , et si de b on mène deux lan- 
gentes à cette circonférence , ces tangentes seront les 
horizontales de deux plans satisfaisant à la question. On 
en déduit facilement les échelles de pente. 


BEPR^SElTTATIOfr DES SURFACES. 


354. On ne représente guère par la méthode des 
plans cotés que des surfaces topographiques^ c'est-à-dire 
des surfaces dont les points ne sont liés entre eux par 
aucune loi. La représentation exacte de ces surfaces est 
impossible, puisqu^il faudrait coter tous leurs points en 
nombre infini ; on a donc dû se contenter de les repré - 
senter avec une certaine approximation. — On suppose 
ces surfaces coupées par des plans horizontaux et Ton 
figure les projections horizontales de ces sections avec 
leurs cotes. Ces plans doivent être d'autant plus rappro- 
chés qu'on veut obtenir un plus grand degré d'exactitude 
et que les sinuosités du terrain sont plus nombreuses ; 
on les prend généralement équidistants ; la distance 
entre deux plans horizontaux consécutifs est appelée 
équidistance. 

355. Surfaces conventionnelles substituées aux sur^ 
faces topographiques. 

Soit une surface A (11 — 15) (fig. 112) représentée 
par ses sections horizontales; rien n'indique la forme 
du terrain entre deux sections horizontales consécutives, 
et, si Ton donne la projection horizontale d'un point de 
la surface situé entre ces deux sections , la cote de ce 
point est indéterminée. 


GÉOMÉTRIE DESCRIPTIVE. 237 

Afin de pouvoir opérer sur de pareilles surfaces 
comme sur les surfaces géométriques^ on convient de 
substituer à chaque partie de la surface comprise entre 
deux sections consécutives une surface engendrée par 
une droite ab qui se meut sur les deux courbes en restant 
nom^ale à l'une d'elles. 

Quand les courbes qui limitent un élément de surface 
sont sensiblement parallèles, cette convention est suffi- 
sante, parce que toute normale à Tune des courbes est à 
très-peu près normale à l'autre et alors, quelle que soit 
celle des deux courbes à laquelle la génératrice reste nor- 
male j on obtient sensiblement la me me surface ; mais il 
n'en est plus de même quand les courbes s'écartent beau- 
coup du parallélisme comme sur la figure 1 13. Dans ce 
cas on intercale entre deux courbes consécutives ab et cd 
une courbe mn qui passe à peu près à égales distances 
des deux courbes données^ puis, s'il est nécessaire, entre 
cette nouvelle courbe et les deux premières deux autres 
courbes tracées de la même manière, de sorte qu'entre 
deux courbes voisines il y ait à peu près parallélisme ; 
alors en partant d'un point /d'une courbe extrême, on 
mènera Ip normale à cette courbe et limitée au point p 
de rencontre avec la courbe suivante, puis en ce point/; 
une normale à la seconde courbe, et ainsi de suite, de 
sorte qu*on substitue à la génératrice rectiligne une ligne 
brisée normale à Tune des courbes extrêmes et à très-peu 
près normale à l'autre. Si l'on conçoit par la pensée le 
nombre des courbes intercalées infini, la ligne polygonale 
devient une ligne courbe normale à la fois aux deux 
courbes horizontales extrêmes, et en chacun de ses points 
elle est normale à la section horizontale correspondante 
de la surface; si l'on continue une pareille ligne dé 
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proche en proche sur toutes les zones de la surface topo- 
graphique, on aura ainsi une ligne de plus grande pente 
de la surface. 

Dans le& dessins qui représentent des surfaces de ter- 
rain, on trace un très-grand nombre de ces lignes de 
plus grande pente, de manière à indiquer à première vue 
les ondulations de terrain ; on trace entre deux, sections 
horizontales d'autant plus de lignes normales ou hachu- 
res , et on les fait d'autant plus grosses que les sections 
sont plus rapprochées de manière à produire une teinte 
d'autant plus noire que la pente e^ plus rapide^ 

Lorsque la surface est définie de cette manière, on ob^ 
tient immédiatement d'une manière approximaûve- la 
cote d'un quelconque de ses points, et les problèmes 
qui s'y rapportent peuvent être résolus de la même 
manière que les problèmes relatif» aux surface» géomé- 
triques. 

I 

356. Intersection dune surface iopo^aphigue et 
et un plan. 

Soit A la surface (fig. 1 14) et ab (1 2 — 8) le plan 
sécant; chaque point de rencontre d'une horizontale 
de la surface avec l'horizontale à même cote du plan est 
un point de l'intersection; c'est ainsi qu'on a obtenu les 
points /w, nyf, q^ r, de la courbe d'intersection. 

Quand le» sections horizontdes de la surface sont 

! 1« Yoiâ le procécLé géaéralemeot'KiLTi p«ar tracer les haelanes^ lors^ 
; que les courbes sont sensiblement parallèles : on forme un petit carré 
l At^f) ojh^ {^^f^, 112) dont les côtés a^bt^ ajb^ sont noanaox aux courbes; 
dans ce carré on intercale Z droite» parallèles aux. oâlés aè, cd et ^ale* 
ment espacées entre elles. Lorsque les courbes ne sont plus sensiblement 
parallèles entre elles, on se conforme autant que possible à celte rè^le en 
intercalant det courbes boiizoïitalct. 
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trop écartées et qu'il y a indécision sur la forme de la 
courbe entre les différents points trouvés^ il convient 
d'avoir recours à des courbes intercalées sur lesquelles 
on opère eoiinnesur les courbes données. 

357. Soit enoore à déterminer rintersection de la même 
surface (fig; 114) avec un plan vertical dont la trace 
hori:&>ntale est x/'j l'intersection est, projetée suivant xf 
et les points d'intersection avec les différentes courbes 
sont projetés aux points M, l^y P, Q, R où xy rencontre 
les prcjeotions de ces- courber. Pour avoir la vraie gran- 
deur de l'intersection j, rabattons le plan vertical xy 
autour de son horizontale 8, de manière à le rendre ho- 
rizontal; un point tel que P^ situé sur la section 10, 
devient P^ sur la perpendiculaire PP^ à a:/ à la distance 
PPj=1 — 8=2. On répète cette construction pour les 
différents points, et on joint leurs rabattements par un 
trait continu,, on obtient ainsi la, courbe MiN^P^Q^R. Une 
pareille section faite par un plan vertical est appelée un 
profil de la surface. 

358. Tracer sur ane surface uœ ligne courbe ayant 
une pente constante donnée» 

Nous supposerons les sectimis horizontales assez rap- 
prochées pour que thaque élément de la courbe de- 
mandée comprise entre deux sections consécutives soit 
sensiblement une ligne droite; si cette condition n'était 
pas remplie, il faudrait dans les parties sinueuses de la 
surface ou doit passer la ligne demandée intercaler des 
courbes comme il a été dit précédemment. En suppo- 
sant cette condition remplie^ diacun des éléments de la 
courbe aura en. projection une longueur égale au produit 
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du module par Véquidistance , si Téquidistance est Tunité, 
c'est le module lui-même qui représentera cette longueur ; 
si donc on donne un point de départ a sur l'horizontale 
1 (%. 115), on aura immédiatement le point b situé 
sur la section suivante et ainsi de suite. 

Quand on passe d'une courbe à la suivante^ on a deux 
points qui satisfont à la question ; chacun de ces points 
en donne deux autres et ainsi de suite ; de sorte que le 
problème admet un grand nombre de solutions; ce nom- 
bre est limité quand on ne considère que les courbes 
. tracées sur le dessin , il est infini si l'on a égard à toutes 
celles que Ton peut tracer sur la surface. 

SOLUTION DE QUELQUES PROBLÈMES PAR LA MÉTHODE DES 

PROJECTCCNS COTÉES. 

359. Dans la pratique^ la méthode des projections co- 
tées n'est presque jamais employée pour résoudre les 
problèmes relatifs aux surfaces géométriques ; ce n'est 
guère que comme exercices qu'on peut se proposer de 
résoudre ces problèmes. 

Les procédés à suivre sont les mêmes que ceux qui ont 
été indiqués dans la méthode par deux plans de projec- 
tion ; il suffît d'exécuter par les procédés de la méthode 
des projections cotées les constructions indiquées par 
l'autre méthode. 

EXEMPLES. 

360. Mener un plan tangent à un cylindre par un 
point extérieur. 

Soient A (Fig. 116) la base du cylindre située dans le 
plan horizontal coté 1 0^ ef (1 0. 1 5) la projection cotée 
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d'une génératrice de contour apparent, a (12,6) un 
point par lequel on veut mener un plan tangent à la 
surface; la parallèle ^aé (12,6-10) menée par le 
point donné aux génératrices du cylindre est située dans 
le plan cherché ; elle rencontre le plan de la base au 
point b coté 10; la tangente bd menée de & à la base A 
est une horizontale du plan tangent; on en déduit faci- 
lement son échelle de pente mn (10. 12,6). 

361. Déterminer V intersection de deux cônes. 

Soient J = 29,3 (Fîg, 11 7) le sommet du premier 
cône, A = 24 sa base, f =27,4 le sommet du second et B 
sa base située dans le même plan horizontal que A ; la 
droite st qui joint les deux sommets rencontre le plan 
des deux bases au point h = 24. Menons par h une trace 
quelconque hab d'un plan auxiliaire; les génératrices 
d'intersection dont les traces sont a et b se coupent au 
point projeté en m\ on obtient ainsi autant de points que 
Ton veut de l'intersection. La tangente au point m de 
fl'interseclion est l'intersection des plans tangents aux 
deux surfaces au point considéré; les traces de ces plans 
tangents sur le pian des deux bases se coupent en un 
point A: qui est la trace horizontale de la tangente cher- 
chée. 

Dans le cas de la figure rintei*section passe par les 
points c et d communs aux bases A et B des deux cônes. 


16 


EXERCICES. 


1 . Construire les projections d'un cylindre de rés^Q- 
lution dHun rayon donné et tangent à deux plans 
donnés. 

Données ncmériques. Les traces de chacun des plans 
donnés font avec la ligne de terre des angles de SO** et 
45®, mais en sens inverses, de sorte qae l'ensemble des 
quatre traces forme un parallélogramme. 

La distance des points de rencontre des deux plans 
avec la ligne de terre est 23 ^^ 

Le rayon du cylindre est 3*™» 


Solution. — L'axe du cylindre demandé est Tînter- 
section de deux plans parallèles aux plans donnes et dis- 
tants de ces plans d'une longueur égale au rayon* 

Exécution. — Soient PaP„ QpQ, (Fig. 1 1 8) les deux 
plans donnés ; RpR'^ est un plan mené parallèlement à 
PaPj à la distance /' égale à 3*^" ; RyR'i est un plan mené 
^la^rallèlement à Q^Q^ à la même distance (à cause des 
Cionnées ap=rPy); l'intersection RR^.R'R'j de ces deuig 
Dlans est l'axe du cylindre demandé. Si l'on rabat le plaa 
vertical projetant de l'axe sur le plan horizontal, cet axe, 
est rabattu suiviant RB,;. l'une des génératrices du cy* 
lindre située dans ce plan, suivant la parallèle kh menée 
à R.R à la distancer =3*^": la trace horizontale h de 
cette droite est une extrémité du grand axe de l'ellipse, 
trace horizontale dû cylindre; le centre est le point R, 
trace horizontale de l'axe ; le petit axe est d'ailleurs égal 
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au diamètre (200). On peut donc construire la trace ho- 
rizontale du cylindre. 

On pourrait déterminer de la même manière la trace 
verticale ; mais à cause des données celte trace est iden- 
tique à la trace horizontale. 

Comme vérification^ les traces du cjHlindre doivent 
être tangentes aux traces des plans donnés (17). 

*.^e problème admet quatre solutions. 

2. SUJET DE COMPOSITIOir DONNE AUX CANDIDATS A l'ÉGOLB 

NORMALE SUPÉRIEUBB (1 866) • 

On donne un cylindre et une droite; on demande de 
construire les projections dun cône de réK^olution tan-- 
gent au cj-lindre, ayant pour axe ta droite donnée et 
pour sommet un point donné sur cette droite. 

Données numériques. Le cylindre est de révolution 
et a pour axe la ligne de terre. r = 4*™,5. 

La droite donnée a sa trace verticale à 12*" de la 
ligne de terre au-dessus du plan horizontal et sa trace 
horizontale à 9^"" de cette ligne en avant du plan vertical. 
La distance entre les pieds des perpendiculaires menées 
de ces points sur la ligne de terre est 7*", 5. 

Le cône a pour sommet la trace verticale de la droite. 

Solution. Si par le sommet du cône on mène un 
plan tangent au cylindre^ ce plan sera aussi tangent au 
cône demandé y et la distance d*un point quelconque de 
Taxe à ce plan sera le rayon d^une sphère inscrite dans 
le cône demandé. ---Au moyen de cette sphère on aura 
facilement les projections du côn,e. 


x 
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Exécution. Soient ab . a!V (Fîg. 1 1 9) la droite donnée 
pour axe du cône, U sa trace verticale et cd^éf 
les génératrices suivant lesquelles le cylindre est coupé 
par les plans de projection. Sur un plan de profil 
mené par V et rabattu sur le plan vertical de projection, 
la trace d'un plan tangent au cylindre est Ul^^ la projec- 
tion de l'axe, Vfl^\ la distance d'un point quelconque ce 
de Taxe au plan langent est projetée en vraie grandeur 
en Cjg^ perpendiculaire à Ul^\ c^gi est le rayon d'une 
sphère qui a pour centre le point ccf et inscrite dans le 
cône; si Ton rabat sur le plan horizontal de projection le 
plan vertical projetant de Taxe, cet axe est rabattu en aô^j 
le centre c . c' de la sphère inscrite en Cj et la section 
faite dans la sphère par ce plan projetant suivant la cir- 
conférence c,a de rayon égal àCj^j; les tangentes b^h^bjk 
menées de b^ à cette circonférence sont les rabattements 
des génératrices situées dans le plan vertical de l'axe; les 
traces horizontales h et k de ces génératrices sont les ex- 
trémités du grand axe de Tellipse trace horizontale du 
cône ; il est facile dès lors d'achever les constructions 
(201). 

Comme vérification, si l'on construit la trace horizon- 
tale It du plan tangent commun au cylindre et au cône, 
cette trace doit être tangente à la trace horizontale du 
cône (17). 

Le problème admet deux solutions; le second cône 
qui satisfait à la question coupe le cylindre ; il n'a pas 
été figuré. 

3. Vil cône de révolution couché sur le plan hori^ 
zonial suivant une génératrice sa (fig. 120) parallèle 
à la ligne- de terre j et ayant pour axe la droite sosV, 
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est éclairé par des rayons parallèles à une droite don-' 
née mn.m'n' ; on demande de déterminer C ombre pro^ 
pre du cône et les ombres quil porte sur les plans de 
projection. 

Solution. L'ombre propre est déterminée par les 
génératrices de contact du cône avec les plans tangents 
parallèles à la direction donnée ; les ombres sur les plan 
de projection sont les traces sur ces plans d^ cylindre 
d'ombre circonscrit qui a pour directrices l'ensemble 
des deux génératrices de contact et un arc de la base 
du cône compris entre les extrémités de ces généra- 
trices. 

ExicuTiON. La parallèle menée par le sommet s.J 
du cône à mn.niri rencontrant le plan de la base du 
cône en dehors des limites de l'épure,' on s'est servi 
d'une base auxiliaire projetée verticalement endd! et ra- 
battue sur le plan horizontal suivant la circonférence ûfc; 
le point e.d de rencontre de ce plan et de la parallèle 
menée par s.s' à mn.nirî a été rabattu en E et les tan- 
gentes menées de ce point à la base auxiliaire, suivant 
EF et EG ; les points de contact relevés donnent les pro- 
jections g, g et f\f; les droites sg .s'g ^ ^f^^'f ^^^^ ^^^ 
génératrices de contact. 

Lorsqu'on remet le plan de la base dans sa position 
réelle, chacun des points/? et ^où sa traoe horizontale est 
rencontrée par les tangentes EF, EG reste immobile et 
par suite donne un point de chacune des traces des plans 
tangents ; ces traces passent d'ailleurs par le sommet j du 
cône qui est situé sur le plan horizontal ; elles sont cloue 
déterminées; les extrémités 1 1 ^ r,r des génératrices de 
contact ou de séparation d'ombre et de lumière ont leurs 
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ombres portées sur le plan horizontal aux points 5i et p 
de rencontre de ces traces avec les projections horizon- 
tales des parallèles aux rayons lumineux menées par ces 
extrémités. 

Un point quelconque b.l/ situé sur l'arc de base qui 
sépare la portion de surface latérale éclairée de la base 
qui est dans Tombre, donne un point d'ombre portée 
en p sur le plan horizontal ; en répétant cette construction 
un nombre de fois suffisant, on détermine facilement la 
courbe limite de l'ombre terminée en X et p et qui en ces 
points se raccorde tangentiellement aux traces des plans 
tangents*. 

Sur J'épure, celte ombre rencontrant la ligne de terre, 
la partie qui se trouve en amère de cette ligne doit être 
remplacée par l'ombre portée sur le plan vertical, puis- 
que les rayons lumineux correspondants sont interceptés 
par ce dernier plan. On obtient cette limite de l'ombre 
en remplaçant les traces horizontales des parallèles aux 
rayons lumineux par les traces verticales correspon- 
dantes. 

4. On donne un tore dont F axe est vertical et une 
droite horizontale ; on demande les projections du lieu 
des pieds des normales menées des points dé la droite 
au tore* 


1. En r.r' le plan tangent an cylinclre qui donne Tomlire portée est 
déterminé par la tangente à la base da cône et la parallèle aux rayons 
lumineux menée par ce point, ces droites sont situées toutes deux dans le 
plan tangent au cône, et par suite, sp trace du plan tangent au cylindre 
d'ombre est tangente à la trace horizontale du cylindre. 

2. Cette jolie question avait été proposée pour le concours d'admission 
à l'École polytechnique en 1862. Elle a été retirée à cause du temps trop 
f ourt donné aux candidats pour l'exécution de l'épure. 
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DoJflfÉES NUMÉRIQDES *. 

Rayon du cercle de gorge = 12""*. 

Rayon de la circonférence génératrice = 34*°°*. 

La droite est à 20"™ au-dessus du plan de Téquateur, 
elle passe à 1 4"" de Taxe et fait un angle de 45^ avec le 
plan vertical. 

Solution. Par un point quelconque de la droite on 
mènera le plan méridien correspondant, on fera tour- 
ner ce plan autour de l'axe de manière à le faire coïnci- 
der avec le plan du méridien principal j dans cette po- 
sition^ on joindra le point aux centres des circonférences 
d'intersection avec le tore ; ces droites seront des nor- 
males et les points de rencontre avec les circonférences 
ramenées dans leurs positions vérit£Ébies donnent des 
points du lieu cherché. 

ExiêcuTiON. La solution générale a été appliquée 
au point m. m' de la droite donnée ab.a'b' (fig. 121); 
les points correspondants de la courbe sont |Ji.i.p.'j, \f^»Y*\j 
jXj.p.',, (X4.[x\. (La construction n'a été effectuée complè- 
tement que pour le point [x,.(x',.) 

Le méridien perpendiculaire à la droite est un plan 
de symétrie ; la construction générale appliquée^ au 
point d.d de la droite situé dans ce plan, donne les points 

^i*^\y K*^%9 K'^ti K'^\ où la tangente à la courbe est 
horizontale. (La figure n'indique la construction com- 
plète que pour le point îj . &,'. 

Les points Cj.t/, e,.gj', «jV» h-^k ®^ 1^ droite perce le 
tore, (situés sur les parallèles du plan horizontal de la 
droite) sont des points du Ueu. 

Les points a^jO, de rencontre de la projection horîzon- 
lale de la droite avec la circonférence projection des deux 
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parallèles extrêmes du tore sont des points doubles de la 
projection horizontale de la courbe, car les verticales 
qui passent par ces points rencontrent la droite , sont 
normales au tore et rencontrent la surface chacune en 
deux points situes sur les parallèles extrêmes. En 
a/, a/', «,',«,", projections verticales de ces points, la pro- 
jection verticale de la courbe est tangente aux projections 
verticales des parallèles extrêmes. 

Si Ton considère les points de la droite situés à Tin- 
fini, le méridien correspondant est parallèle au plan 
vertical projetant de la droite et les normales corres- 
pondantes coïncident avec la parallèle à la droite menée 
par le centre du tore ; les points yj, y,, y„ y^ de ren- 
contre de cette parallèle avec les circonférences situées 
dans le plan de Téquateur sont donc des points delà pro- 
jection horizontale du lieu; on en déduit facilement les 
projections verticales y/,7/, ^t^yk• 

Les points p/,lîj',P3',P4' du contour apparent vertical 
ont été obtenus en appliquant la construction générale 
au point g,g de la droite situé dans le plan du méridien 
principal*. 

1. Pour dcteriïiiner la tangente en un point quelconque du lieu, on 
considérera ce lieu comme Tintersection du tore et d^une surface réglée 
ayant pour directrices la droite donnée. Taxe de la surface et la circonfé- 
rence, lieu des centres des méridiens. L* intersection du plan tangent i 
cette surface et du plan tangent au tore en ce point est la tangente de- 
mandée. Nous avons fait la construction pour le point [jli.(X|. La trace 
horizontale du plan tangent au tore en ce point est gfi. Pour la surface 
réglée la génératrice rectiligne qui passe par p.| . p.i est m\L^k . m'p.',if 
et a pour trace horizontale le point k. Pour avoir une seconde droite 
du plan tangent à cette surface , nous considérerons Tliypcrholoule 
de raccordement qui a pour directrices la droite donnée, Taxe du 
tore et la tangente à la circonférence directrice au point / . /' où elle 
c&t rencontrée par la génératrice ; la droite [xir. ^\/ mince de jii . \Li et 
s^appuyant d'une part sur la verticale qui rencontre la tangente qui sert 
de directrice et la droite donnée, d'autre part sur la parallèle à cette tan 
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Ponctuation. Les parties vues en projection hori- 
zontale sont celles qui sont projetées yerticalement au- 
dessus de la trace verticale du plan de Téquateur; ces 
parties sont Yi^i«i Wiï* • r'i«'i^>V*/* et 7^7» • ï't^V» î 
par suite les arcs fi^iO^i^tCti^Cf^ y yAt» doivent être repré- 
sentés en lignes pleines. 

Les parties vues en projection horizontale sont celles 
qui, appartenant à la surface externe du tore, sont proje- 
tées horizontalement en avant de la ti*ace du méridien 
principal; ces parties sont: Pit^^ia^ . p'ipV'i et ol^^J^J^^. 
aWi^*P'*î par suite les arcs P^jjlV'i et a'jY',&'4P\doivenl 
être représentés en ligpes pleines. 

5. COMPOSITION DONNEE AUX CANDIDATS A l'^COLE 

POLYTECHNIQUE EN 1804. 

Une ellipse située dans un plan PpP^ (fig. 122) per- 
pendiculaire au plan {vertical de projection tourne au- 
tour dun axe vertical o.oV qui rencontre en o le grand 
axe de la projection horizontale de cette ellipse; on 
demande la projection verticale du méridien principal 
de cette surface. On représentera les projections de 
t ellipse , en tenant compte des parties cachées par la 
surface. 

Solution. Si Ton construit les projections d'un paral- 
lèle quelconque de la surface, les points de rencontre de 

gente menée par le point de rencontre de Taxe o .o'z airec le plan hori- 
zontal donné est une génératrice de riiypcrholoïde de raccordement et 
par suite une droite du plan tangent ; la droite rk qui joint les traces 
horizontales des deux génératrices rectilignes qui passent par le point 
[jLi . [x'i est la trace horizontale du second p'an tangent ; son point de ren- 
contre h avec ^h est la trace horizontale de la tangente cherchée dont les 
projections sont, par conséquent, (ii/i, pij//. 
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sa projection horizontale avec la trace horizontale du 
plan du méridien principal sont les projections horizon- 
tales de points satisfaisant à la question ; les projections 
verticales de ces points sont situées sur la projection ver* 
ticale du parallèle considéré. 

* 

Execution. La construction générale a été appliquée 
aux points de Tellipse projetés verticalement en éy ho- 
rizontalement en e et 8; on obtient pour Tun d'eux une 
projection verticale é^ et pour l'autre une projection e'^. 
Les points e',, e', ont été construits par symétrie. 

Si on applique cette construction aux points projetés 
verlicalement en/^, et dont les projections horizontales f 
et f sont à la même distance du pied de Taxe^, les paral- 
lèles engendrés par ces points coïncident et donnent 
ainsi une ligne double de la surface^ dont la projection 
verticale est //ç'j et la projection horizontale la .circonfé- 
rence y^Çj. 

Les points ^./*'i, Çi-ç'i» donnés par ces parallèles , sont 
des points doubles du méridien principal. 

Les parallèles maxima b^^^ . V^[^ cL^aL^.Ja!^ sont donnés 
par les points b.V et a.c/ de l'ellipse qui sont à des 
distances maxima de l'axe. 

Les parallèles minima li\.f{k\j l^.m\]i!^ sont donnés 
par les points /./, /w./w'dont les projections horizontales 
l eX m sont à des distances minima du pied de Taxe. Les 
distances oly ont étant égales ^ puisqiie le point o est sur 


1. On obtient les points /* et f en déterminant le point i de rencontre 
de la parallèle menée par o à la ligne de terre avec le diamètre cd con • 
jogné des cordes perpendiculaires à cette ligne et menant par i une per- 
pendiculaire à ol. Les points /et cp sont les points de rencontre de cette 
perpendiculaire avec Tellipse. 
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Taxe de Fellipse, les deux parallèles minima sont 
égaux*. 

Le parallèle le plus élevé est engendré par le point 
d. d le plus élevé de l'ellipse ; le parallèle inférieur est en- 
gendré par le point ce' de l'ellipse le plus rapproché 
du plan horizontal ; les points situés sur ces parallèles 
sont c^. c'i et d^.d^^ et les points symétriques de ceux-là 
par rapport à Taxe et projetés en ^\ et h\. 

Les points ^.^ eih.H où l'ellipse rencontre le plan du 
méridien principal sont des points de la courhe cher- 
chée. Aux points g et h de la projection verticale le 
contour apparent est tangent à la trace verticale du plan 
PpPj qui représente la projection verticale de l'ellipse di- 
rectrice. 

Constt'uction de la tangente. La tangente en un point 
quelconque e^ . e\ de la méridienne est la trace du plan 
tangent à la surface en ce point sur le plan du méridien 
principal ; si Ton mène le plan tangent à la surface au 
point e.é de l'ellipse directrice situé sur le même paral- 
lèle, on obtient la trace horizontale kr; celte trace de- 
vient kjf^j quand on fait tourner la figure autour de l'axe 
de manière que e.d devienne e^.^^\ la trace verticale 
V^ef^de ce plan est la tangente cherchée. 

Ponctuation de Fellipse. Considérons la surface 
comme formée de deux parties distinctes engendrées par 

1. Les points m et / sont les pieds des normales menées du point o à 
Fellipse; poor déterminer ces points, comme ces normales sont les bissec- 
trices des angles formés par les rayons vecteors menés par les points 
cherchés, on déterminera sur le prolongement de Taxe un point n dont 
les distances aux deux foyers F, P soient proportionnelles aux distances 
de o aux mêmes points ; la circonférence décrite sur on comme diamètre 
contient les points cherchés. 
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les courbes fermoes dont les projections verticales sont 
f\Ji^\nii et /"'/Wi' ^'^^^ d'ellipse situé sur la première 
partie a pour projections ffdfjfct\ lepointe/.â^'de cet arc, 
situé sur le parallèle supérieur, est vii en projection ho- 
rizontale, la courbe qui passe par ce point est donc vue 
jusqu'aux points de rencontre avec les lignes de contour 
apparent; l'arc mda doit donc être représenté en ligne 
pleine; les arcs a(f et mfy projections de lignes cachées, 
doivent être représentés en ponctué. En projection ver- 
ticale, le point a. a', situé sur le parallèle maximum a^^j. 
a'jo'i et sur la partie antérieure de la surface est vu, et par 
suite la courbe qui passe par ce point est vue jusqu'aux 
points de rencontre avec le parallèle supérieur et le pa- 
rallèle inférieur; fJ doit donc être représenté en ligne 
pleine. Dans ce cas, la projection verticale de Tare d'el- ' 
lipse considéré a bien un point commun avec le contour 
apparent vertical de la surface, mais ce point // est la 
projection d'un point h,hl Ae la partie postérieure de l'arc 
dont la projection verticale coïncide avec celle de la par- 
tie antérieure. 

En raisonnant de même pour l'arc projeté en ^f»fd 
de la partie inférieure de la surface, on reconnaîtra, au 
moyen des points ç./*' et /*./*', situés sur le parallèle supé- 
rieur, que les arcs projetés horizontalement en meb et 
(p/ seraient entièrement vus, si la partie supérieure de la * 
surface n'existait pas; mais, comme cette partie cache les 
arcs projetés en mt et (p/, on ne représentera en ligne 
pleine que l'arc teb. 

Quant à la projection verticale, la seule partie de la 
courbe qui pourrait être vue est celle qui est projetée 
horizontalement suivant l'arc ^/<p situé en avant du mé- 
ridien principal ;. mais si Ton considère le point ^.§', 
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par exemple^ on voit que ce point appartient à un pa- 
rallèle intérieur de la surface, et qu'il en est de même des 
parallèles engendrés par les points du même arc compris 
entre les points c.d et f •/'; toute la courbe est donc 
cachée sur le plan vertical ; (if doit être représenté en 
ponctué. 

6. COMPOSITION DONNISE AUX CANDIDATS A l'^COLE 

POLYTECnMIQUE EN 1865. 

On demande de représenter par ses contours appa- 
rents un solide terminé par un hyperboloïde de réifch 
Union et par deux plans. — V hyperboloïde a pour 
axe de ré\H)lution C horizontale AB, A'B' (Fig. \ 23) et 
pour génératrice la droite CD . G VI parallèle à la li* 
gne de terre ; les plans sont perpendiculaires à taxe 
et également distants du centre de F hyperboloïde. — 
On supposera tracées sur ce solide douze génératrices 
dun même système. — Im génératrice CD . CD' est 
tune de ces douze droites. — Ces génératrices, égale- 
ment espacées^ seront représentées en tenant compte 
des parties vues et des parties cachées. 

Les arcs d'hyperbole qui appartiennent aux con* 
tours apparents du solide seront simplement tracés 
tangentieUement aux projections de ces génératrices. 

Solution. — On prendra comme plan auxiliaire de 
projection le plan vertical £F qui limite d'une part le 
solide; on déterminera sur ce plan la projection C'^D'^ de 
la génératrice CD . Cfiy de Thyperboloîde, on en déduira 
la trace de la surface et la projection du cercle de gorge. 
Les projections sur ce plan auxiliaire et sur le plan ho- 
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rizontal de projection des douze génératrices demandées 
seront déterminées très-facilement, et par suite les pro- 
jections sur le premier plan vertical. 

Exécution. — Sur le plan vertical EP rabattu autour 
de sa trace sur le plan horizontal de^Faxe, la trace de 
riiyperboloïde est rabattue suivant la circonférence de 
rayon AC/', et le cercle de gorge suivant la circonfié- 
rence AG" tangente à CD". En partageant la circonfé- 
rence, trace horizontale de Thyperboloïde, en douze par- 
ties égales à partir de C et menant des points de divi- 
sion des tangentes au cercle de gorge, situées par rapport 
à ce cercle dans la même position que G^Df'y on aura sur 
le plan auxiliaire les projections des génératrices deman- 
dées } soit une génératrice dont la projection sur ce plan 
est oc"p"} sa projection sur le plan horizontal est^la droite 
ap obtenue au moyen des projections a et ^ de ses extré- 
mités situées dans les plans des deux bases ; sur le plan 
vertical l'extrémité a. a" est projetée en J à une distance 
aY de la trace verticale du plan horizontal de l'axe 
égale à J'a qui mesure la hauteur du point en question 
au-dessus de ce plan ; la projection ^\de p . p" s'obtient de 
même en portant p'X= p^e au-dessous de la même trace. 

Le point de rencontre de cette génératrice avec le 
méridien horizontal est projeté en ^' sur le plan auxi- 
liaire, en 8 sur le plan horizontal, ce point sépare la gé- 
nératrice en deux parties, Tune projetée en a^, et située 
sur la moitié supérieure de la surface et par conséquent 
vue en projection horizontale, l'autre située sur la 
moitié inférieure et par conséquent cachée. Au point 4 le 
contour apparent horizontal est tangent à ap qui est la 
projection d'une ligne située sur la surface; 
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On répétera la même construction pour les autres gé- 
nératrices, et l'on obtiendra le contour apparent hori- 
zontal en traçant une courbe tangente à ces projections 
aux points analogues à 8. 

CD et la projection horizontale p de la septième gé- 
nératrice projetée en (jt.'V' sur le plan auxiliaire sont les 
deux asymptotes de ce contour apparent (143). 

On construira les projections des génératrices sur le 
plan vertical donné comme on a construit en o/Ç/ crfle 
de «p.af'p*; les extrémités de ces génératrices devront 
se trouver sur les deux ellipses, projections verticales 
des deux circonférences de bases, ellipses dont on a im- 
médiatement les deux axes. 

Le contour apparent vertical est l'enveloppe des pro- 
jections verticales de ces génératrices (41). On n'ob- 
tient avec les génératrices considérées qu'une partie de 
ce contour apparent ; on construit la seconde soit par 
symélrie par rapport à la projection verticale de Taxe, 
soit en déterminant les projections verticales d'un cer- 
tain nombre de génératrices du second système et tra- 
çant l'enveloppe de ces projections. 

Pour distinguer les parties vues des parties cachées 
sur la projection verticale, on remarquera que chacune 
des génératrices passe de la partie antérieure à la partie 
postérieure de la surface au point dont la projection est 
le point de contact de sa projection verticale avec le con- 
tour apparent, et il est facile de voir, d'après les projec- 
tions horizontales des extrémités, quelle est celle qui est 
située sur la partie antérieure de la surface *. 

1. On peut déterminer exactement les points de eontact des projections 
verticales des génératrices avec le contour apparent vertical de la surface. 
En effet, ce contour apparent est la trace sur le plan vertical du cylin- 
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7. COMPOSITION DOimÉE AUX CANDIDATS A l'ÈCOLE 

POLYTECHNIQUE EN 1 86 1 . 

Intersection dune surface de révolution par un 
plan. La surface est engendrée par la révolution 
dune ellipse autour dune droite située dans son plan 
et parallèle à son petit axe. Le plan sécant estparaU 
lèle à la ligne de terre. 

On construira les projections de la courbe dinter^ 
section en ayant soin de distinguer par la ponctuation 
les parties vues des parties cachées suivant les règles 
ordinaires. On déterminera ensuite les projections 
dune tangente de C intersection. 

Solution. On emploiera des plans sécants horizon- 
taux, et ^ur déterminer les intersections de ces plans 

dre projetant de Thyperboloîde , et, par cooséquent, la projection Terti- 
cale de ]a courbe de contact de la surface avec ce cylindre; or, cette 
courbe est plane et elle est située dans le plan diamétral conjugué, des 
cordes perpendiculaires au plan vertical dont la trace horizontale e/* s'ob- 
tient en joi^ant le centre o au point milieu de la partie d'une perpendi- 
culaire à la ligne de terre comprise entre les deux asymptotes du contour 
apparent horixonlal. 

Les points de rencontre de eftX des projections horizontales des géné- 
ratrices sont donc les projections horizontales des points qui donnent les 
points de contact sur le plan vertical. 

On peut également déterminer les asymptotes du contour apparent 
vertical, car c?s asymptotes sont les projections verticales des génératri- 
ces qui sont parallèles au plan vertical de la courbe de contact de la 
surface avec le cylindre projetant. Ces génératrices sont donc celles qui 
sont projetées horizontalement suivant desparallèlesà e/" tangentes au con- 
tour apparent horizontal. 

On peut ici faire la construction d*one manière très-simple en con- 
struisant au moyen du plan de projection auxiliaire les génératrices du 
c6ne asymptote parallèles au plan vertical de ef et en menant les géné- 
ratrices de rhyperboloïde parallèles à ces génératrices du cône asymp- 
tote. 
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avec le plan donné on aura recours à un plan auxiliaire 
de projection mené pai* Taxe perpendiculairement au plan 
vertical^ et on fera tourner ce plan autour de Taxe de 
manière à le rendre parallèle au plan vertical de pro- 
jection. 

ExiêcuTioN. Soient pq.piÇi (fig. 124) le plan sécant et 
o. d:i Taxe de la surface dont la méridienne est l'ellipse 
ab . déVâl. Le plan mené par Taxe perpendiculairement 
au plan vertical coupe le plan donné suivant une droite 
dont la trace horizontale est h et la trace verticale U ; 
après le mouvement de rotation indiqué, cette intersec- 
tion est projetée verticalement suivant KJH^; un plan ho* 
rizontal ni fi coupe le tore suivant un parallèle projeté 
horizontalement suivant la circonférence mn^ le plan 
suivant une horizontale distante de l'axe de la longueur 
iif ety par conséquent, projetée horizontalement suivant 
la parallèle e^^ à la ligne de terre menée à une distance 
oy = éf du pied de l'axe ; les points r et r^ communs à 
e,/i et à la circonférence mn sont les projections horizon- 
tales de deux points de l'intersection; les projections 
verticales de ces points sont /^ et /j situées sur niri. 

Les points r.i^^r^. ri sont symétriques par rapport au 
plan du méridien perpendiculaire au plan vertical , de 
sorte que les deux projections de Tintersection sont sy- 
métriques par rapport aux traces de ce plan. 

Cette construction pourra être répétée pour autant de 
parallèles que Ton voudra. 

Les points a et ^ du contour apparent horizontal sont 
donnés par la construction générale appliquée au plan 
de Téquateur. 

Les points y',* â', e', X^ du contour apparent vertical 

17 
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sont donnes par le plan du méridien principal; ce plan 
coupe le plan sécant suivant une parallèle à la ligne de 
terre qui passe par le point o . i de rencontre de ce plan 
avec Taxe ; la parallèle menée par i\ xy rencontre le 
contour apparent vertical aux points cherchés. Ea ces 
points la projection de la courbe est tangente au contour 
apparent. 

Le plan horizontal supérieur donne les points g .g'^ 
gvg\9 en ces points les projections de la section faite 
dans le plan sont tangentes aux projections de Tintersec- 
tlon^ car la section elle-même est tangente à cette courbe 
dans l'espace. 

Les points de l'intersection situés dans le plan de pro- 
fil mené par Taxe sont projetés après le mouvement de 
rotation en ^^ et P^ on en déduit facilement leurs 
projections l.P, t.i! daiis leurs positions réelles. En ces 
points les tangentes sont parallèles à la ligne de terre. 

Construction de la tangente en un point r.r'. Le 
plan tangent au tore au point r.r' et pour trace hori- 
zontale uu (90) qui rencontre en u la trace horizon- 
tale /?y du plan donné; u est la trace horizontale de 
la tangente; on en conclut facilement les projections 

ur . «y. 

Ponctuation. La projection horizontale a-y/Çp de la 
partie de la courbe projetée verticalement en a'yYÇ'^' 
au-dessus de Tcquateur et, par conséquent^ située sur la 
partie supérieure de la surface, est représentée en ligne 
pleine; le reste de la courbe situé sur la partie infé- 
rieure de la surface est caché ; sa projection horizon- 
tale a/^ doit donc être reprcscnlce en ponctué. 
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La seule partie de la courbe vue en projection verti- 
cale est celle qui est située à la fois sur la moitié anté- 
rieure de la surface et sur la partie extérieure de cette 
moitié. Cette partie est projetée suivant l'arc ya/^Ç situé 
dans la demi*couronne circulaire btùb^^^^c; sa projection 
verticale '^Jl.^X! est représentée en ligne pleine. 

8. Composition donnée a un certain nombre de 

CANDIDATS A l'ÉCOLE POLTTEC9NIQUE EN 1 855. 

Intersection dun tétraèdre et dun ellipsoïde h trois 
axes inégaux. 

La pyramide a sa base dans le plan horizontal de 
projection; F ellipsoïde a son centre sur la hauteur; 
il a un de ses axes parallèle h la ligne dé terre et un 
second axe vertical. 

Solution* On aura recours à des plans auxiliaires 
coupant la surface suivant des ellipses projetées horizon- 
talement suivant des circonférences; ces plans coupe- 
ront le tétraèdre suivant des triangles homothétiques. 

Exécution. Soient smnp. Jniripf la pyramide, 
(fig. 425) s.dle centre de Tellipsoïde, ab.dU Taxe pa- 
rallèle à la ligne de terre, s.df Taxe vertical et cd.d 
Taxe perpendiculaire au plan vertical. Prenons sur sa 
sh = se et menons hH perpendiculaire à la ligne de 
terre, joignons le point H de rencontre avec le contour 
apparent vertical à la projection verticale cf du centre, 
dH est la trace verticale d'un plan perpendiculaire au 
plan vertical de projection et qui coupe l'ellipsoïde sui- 
vant une ellipse dont la projection horizontale a ses 
deux axes égaux à oc; cette projection sera donc une 
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circonférence; dH est donc la direction des traces verti- 
cales des pLns auxiliaires. Ce plan coupe rellipsoïde 
suivant Tellipse projetée suivant la circonfërence hk; la 
pyramide suivant le triangle projeté en fgl; les points 
a . of , P . P', Y . */, ^ . ^9 communs à Telllpse et au triangle^ 
sont des points de l'intersection. La même construction 
a dtë appliquée au plan dont la trace verticale est niif^ 
parallèle à HK ; ce plan coupe la surface suivant Tellipse 
qui a pour projection la circonférence ij et la pyramide 
suivant le triangle projeté en mrt; les points e.e', tj.V, 
communs à ces deux intersections^ sont des points de 
l'intersection cherchée. On peut répéter cette con- 
struction pour autant de plans auxiliaires que Ton veut. 

On a déterminé les points Ç.Ç', Ç^-Ç'^, ô.ô', \M^^ \.X\ 
\.'k\ de riutersection situés sur les arêtes en construisant 
directement les points de rencontre de ces arêtes avec 
l'ellipsoïde (225). 

Les points (/,(it.'i, v^j^^, du contour apparent vertical 
sont déterminés par les points de rencontre de ce con- 
tour avec les projections jft^ V des d roites suivant les- 
quelles les faces de la pyramide sont coupées par le 
plan principal parallèle au plan vertical. On obtient de 
même les points <7 et t situés sur le contour apparent 
horizontal au moyen de la section faite dans la pyra- 
mide par le plan principal horizontal aftf. 

La tangente à l'intersection en un point quelconque 
est l'intersection du plan de la face de la pyramide à la- 
quelle appartient ce point avec le plan tangent à Tellip- 
solde au même point et déterminé comme il a été dit 
précédemment (133). 

Cette construction a été appliquée au point >..V si- 
tue sur Ysivêlesp.A^/J ; comme ce point appartient à deux 


GËOMÉTaiE DESCRIPTIVE. 261 

faces de la pyramide, on obtient à la fois les deux tan- 
gentes yq. y!^y Xw, XV. 

Pour éviter l'emploi des traces horizontales des deux 
tangentes auxiliaires on s'est servi du plan horizontal 
qui passe par le centre ^ 

On peut déterminer facilement des droites passant 
par les points doubles de la projection verticale. Ainsi 
les deux faces projetées en msp et psn étant considérées 
comme fprmant une surface du second degré, le plan 
diamétral conjugué des cordes perpendiculaires au plan 
vertical de cette surface passe par le point j .^ et a pour 
trace horizontale la droite pS qui joint le point p au 
point 4 milieu d'une corde perpendiculaire au plan 
vertical ; ce plan coupe le plan diamétral de l'ellipsoïde 
parallèle au plan vertical de projection, suivant une 
droite projetée verticalement en ^3'. Cette droite ^3' 
passe par deux points doubles 5',6' de la projection 
verticale; on détermine de la même manière la 
droite ^9' qui passe par les deux points doubles 8',T. 


1 • Un point p . p' de Tintenection où la tangente est borizontale est déter- 
miné de la manière suivante. Cette tangente, cpi est une horizontale du 
plan d'une face smp.s'my, est parallèle à sa trace horizontale m/?, et par 
suite est une génératrice du cylindre circonscrit parallèle à cette droite. 
Pour avoir les génératrices communes à ce cylindre et au plan smp.s'm'p\ 
il suffit d'avoir un point de chacune d'elles ; or la courhe de contact de 
ce cylindre avec l'ellîpsoide n'est antre chose que l'intersection de Tel- 
lipsoide avec le plan diamétral conjugué des cordes horizontales paral- 
lèles à mp. Ce plan diamétral a pour trace horizontale sk <{m joint le 
point s au milieu ta de 1.2» projection horizontale de l'une de ces 
cordes ; il coupe la face smp . ^nffp* suivant une droite projetée vertica- 
lement en /(i/, l'ellipsoïde suivant une ellipse dont la projection verti- 
cale a pour demi-axes o'f^ <lii ; les points p.p'^fi.p'u communs à c^ 
deux intersections, sont communs à la face smp,s^nifpf txwi cylindre 
circonscrit; ce sont donc des points des tangentes horizontales et de plus 
les poinu de contact de ces tangentes, puisqu'ib sont situés sur la 
coni'he de contact de l'ellipsoide avec le cylindre. 
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9. CoBIPOSmON DONNÉE AUX CANDIDATS A L^ÉGOLE 
NORMALE SUPÉRIEURE EN 1865. 

Intersection dun cylindre de révolution et dune 
sphère. 

Données ; 

Le cylindre est tangent au plan horizontal et a ses 
génératrices parallèles à la ligne de terre. 

La sphère a son centre sur la génératrice de con- 
tact et a pour rayon le diamètre du cylindre. 

On ne représentera que la moitié de la sphère si- 
tuée au-dessus du plan horizontal. 

Solution. On aura recours à des plans ausdiiaires 
horizontaux ; les parallèles d'intersection avec la sphère 
seront projetés horizontalement en vraie grandeur ; les 
génératrices d'intersection avec le cylindre seront pro- 
jetées horizontalement suivant des parallèles à Taxe à 
des distances données par une projection auxiliaire sur 
un plan perpendiculaire à la ligne de terre et qu'on 
rendra parallèle au plan vertical de projection au moyen 
d^une rotation autour du diamètre vertical de la section 
qu'il détermine dans le cylindre. 

Exécution. Soient ab.dU (fig. 1 26) Taxe du cylîn- 

^ dre et o. d le centre de la sphère de rayon d^ égal au 

diamètre du cylindre ; un plan horizontal /7^'/^' coupe la 

sphère suivant le parallèle dont la projection horizontale 

«^t la circonférence/;^; il coupe le cylindre suivant deux 


GEOMETRIE DESCRIPTIVE. S63 

génératrices distantes du plan vertical projetant de Taxe 
de la longueur nV doniiée par le plan de profil ; ces 
génératrices sont projetées horizontalement en cd et c^d^ 
distantes de ob de la longueur /zV; on obtient ainsi 
quatre points de Tintersection projetés horizontalement 
en oLy a^, a,, a, et dont les projections verticales se con- 
fondent deux à deux en a' et of^. 

On peut répéter cette construction pour autant de 
plans horizontaux que Ton veut. 

Le plan horizontal de projection donne les points p . ^\ 
P^. pf| situés sur la génératrice de contact du cylindre avec 
le plan horizontal et sur le grand cercle horizontal de 
la sphère. Le grand cercle formant le contour apparent 
horizontal de la sphère est tangent à la projection hori* 
zontale de la courbe aux points p et ^^. 

Le plan horizontal de Taxe donne les points de Tin- 
tersection projetés horizontalement en y^ ^i Yi' ^i ^^^ 
le contour apparent horizontal du cylindre. En ces 
points le contour apparent du cylindre est tangent à !a 
projection horizontale de l'intersection. 

Le point o.^ où le cylindre et la sphère sont tan- 
gents est un point double de l'intersection. 

La tangente en un point a.of de l'intersection a été 
obtenue en menant par ce point une , perpendiculaire 
au plan des deux normales. La normale à la sphère 
rencontre le plan horizontal de Taxe au point è,^] la 
normale au cylindre le rencontre en d»d^ ; ed est une 
parallèle à la trace horizontale du plan des deux nor- 
males; la perpendiculaire menée de a sur e^ est la pro- 
jection horizontale de la tangente. Les deux normales 
rencontrent le plan vertical projetant de Taxe en V et 
d; dd est donc parallèle à la trace verticale du plan 
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des deux normales, et par conséquent perpendiculaire 
à la projection verticale a7' de la tangente* 


10. COMPOSITION DONNÉE AUX CANDIDATS A L^lfcOLE 

POLYTECHNIQUE EN 1856, 

Intersection (Tun cône et dHun cylindre. 

DoMN^ES. Le cône est de révolution et a son axe 
i^ertical. Le cylindre a une génératrice commune a\?ec 
le cônCy sa trace horizontale est une ellipse dont le 
petit axe est la projection horizontale de la génératrice 
commune et dont le grand axe est double du petit 
axe. 

Solution. On peut résoudre le problème par le pro- 
cédé général, en menant par la trace horizontale delà 
génératrice commune des traces de plans sécants auxi- 
liaires. Maïs on peut remarquer que les deux surfaces 
ayant une génératrice commune et même plan tangent 
suivant cette génératrice, se coupent suivant une courbe 
plane; et, comme le plan de Taxe et de la génératrice 
commune est un plan de symétrie pour les deux sur- 
facesy en prenant ce plan pour plan vertical auxiliaire 
de projection, l'intersection sera projetée sur ce plan 


1. Les deux surfaces étant de révolution et le centre de la sphère 
étant SUT Taxe du cylindre, la projection de Tintersection sur le plan 
Tertical qui est parallèle à Taxe est une parabole (269. note). 

On démontre facilement par le calcul que la projection horizontale de 
l'intersection est une lemniseate dont l'équation est : 

' ^'' (^ («* — r«) + r»;» = o 

(r représentant le rayon de la sphère) qui a pour centre le point o et pour 
axe la génératrice de contact. Les tangentes en o à la projection horizon- 
tale sont par suite des droites inclinées à 45® sur la ligne de terre. 
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suivant une ligne droite^ et Ton sera ramené à détermi- 
ner rintersection d'un cône de révolution avec un plan 
perpendiculaire au plan vertical. 

ExécDinoir. Soient s.Jle sommet du cône (fig.127), 
A • A' sa base, sa . Jd la génératrice commune au cône 
et au cylindre, et oBsc l'ellipse, trace horizontale du 
cylindre. Sur le plan vertical mené par sa et rabattu 
sur le plan horizontal le sommet du cône est rabattu 
en J^, la génératrice commune au cône et au cylindre 
suivant aJ'^ la seconde génératrice du cylindre située 
dans ce même plan vertical suivant scP parallèle à aJ' ; 
le point 6^' de rencontre de scP avec la seconde généra- 
trice yV du cône située dans le même plan est un point 
de la droite projection de l'intersection sur le plan 
vertical de sa. Le point g* où se projettent sur la trace 
du plan auxiliaire les points e ei f communs aux traces 
horizontales des deux surfaces , est un second point 
de cette droite. 11 est facile dès lors de déterminer la 
projection horizontale de l'intersection. Le point pro- 
jeté en it^ sur le plan auxiliaire a pour projection 
horizontale le point d qui est un sommet de l'ellipse pro- 
jection horizontale de l'intersection et pour projection 
verticale le point d! situé sur JH projection verticale de 
la génératrice qui contient le point rf.rf"; en ûf la tan- 
gente à la projection verticale de l'intersection est pa- 
rallèle à la ligne de terre. On peut remarquer que ce 
point est le point milieu de la génératrice du cône à 
laquelle il appartient, puisque le point s étant le milieu 
de alj dP est le milieu de ^l et d le milieu de sL 

1. Si Ton apptiqae le calcul à la détermination de ce poiut §f on 
trouve qu'il partage Taxe as dans le rapport de 2 à 1. 
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La seconde extrémité du grand axe de la projection 
horizontale est trop éloignée pour qu'on puisse la dé- 
terminer ; mais il est facile de construire le second axe de 
cette ellipse, dont les extrémités sont situées sur le 
contour apparent du cylindre ; il suffit pour cela de 
construire les points de l'intersection situés sur les 
génératrices de contour apparent. Celui des plans sécants 
auxiliaires, donnés par la construction générale, qui con- 
tient l'une de ces génératrices a pour trace horizontale 
ah qui coupe la base du cône ean\sn est la projection 
horizontale de la génératrice du cône située dans le 
même plan, le point m, où sn rencontre la projection 
de la génératrice de contour apparent du cylindre, est 
une des extrémités du second axe. 

11 est facile de déterminer la projection verticale de 
l'intersection au moyen des projections verticales des 
génératrices du cône ; les points e et fy situés, sur le plan 
horizontal, ont pour projections verticales les points tf et 
f^ situés sur la ligne de terre. Le point K du contour 
apparent vertical du cône est donné par la génératrice 
srJf^ ; le point f du contour apparent vertical du cylin- 
dre est donné par la génératrice ip.ijJ de pontour 
apparent de cette surface par rapport au plan vertical. 

La courbe d'intersection est complètement cachée sur 
le plan horizontal ; sur le plan vertical il n'y a de vu 
que la partie projetée en // dont la projection horizon- 
tale est il correspondant à des génératrices vues en pro- 
jection verticale sur le cône et sur le cylindre. 
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1 1 • GOMPOSITIOir DOimiE A€X CANDIDATS A l'^COLE DES 

BEAUX-ARTS. 

On donne un c/lindre de réifolution dont taxe est 
/iorizontal ; on demande V de construire les projec- 
tions dun cône de révolution ayant son sommet dans 
le plan horizontal de F axe du cylindre et tancent au 
cylindre ; 2* de déterminer les projections de tinter- 
section des deux surfaces. 

Solution. 1 ^ Les perpendiculaires menées aux deux 
plans tangents communs par les points de contact se 
rencontrent en un point qui se trouve à la fois sur Taxe 
du cône et sur Taxe du cylindre, et qui par conséquent 
est le point de rencontre de ces deux axes ; si de ce 
point comme centre avec sa distance à l'un des points 
de contact pour rayon on décrit une sphère^ cette sphère 
sera inscrite à la fois dans le cône et dans le cylindre. 
Cette sphère est connue, puisqu'on a son centre (le 
point de rencontre des axes) et son rayon (le rayon du 
cylindre); on pourra donc construire ses projections 
et par suite les contours apparents du cône qui sont 
des tangentes menées des «projections du sommet aux 
projections de la sphère. 

2^ Le cône et le cylindre ayant deux plans tangents 
communs se coupent suivant des courbes planes; ces 
courbes sont symétriques par rapport au plan des deux 
axes et situées par conséquent dans des plans verticaux. 
Les projections horizontales de ces courbes sont donc 
des lignes droites dont chacune est déterminée par 
deux points de rencontre des contours apparents. On 
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en déduit facilement les deux axes de chacune des 
deux ellipses de la projection verticale, 

ExicunoN. Soîent ab . dV (fig. 1 28) Taxe du cylindre 
limité aux deux plans verticaux /;y, m/i, s .J\à sommet 
du cône et o . o' le point de rencontre des deux axes ; la 
sphère inscrite dans les deux surfaces a pour projectioi^is 
les deux circonférences oc, dd de rayon égal au rayon 
ma du cylindre ; les tangentes ^jjl, ^, ét^ J^ menées 
de ,f et y à ces deux circonférences donnent les con- 
tours apparents du cône sur les deux plans de projec- 
tion. 

Les courbes d'intersectîon sont projetées horizonta- 
lement suivant les droites a^y y^ qui joignent les points 
communs aux contours apparents horizontaux ; vertica- 
lement suivant deux ellipses ayant toutes deux pour axe 
vertical le diamètre du cylindre et pour axe horizontal 
l'une a'p', projection verticale du diamètre horizontal 
projeté enap, l'autre y^', projection verticale du diamètre 
projeté en yS". 

Les points c',/^, d^y f\ de la projection verticale situés 
sur le contour apparent du cylindre correspondent aux 
points projetés horizontalement en e et f où a^ et yJ 
rencontrent ab, projection horizontale de la génératrice 
supérieure et de la génératrice inférieure du cylindre. 
Les points U^U^^HyH^ de la projection verticale situés sur 
le contour apparent du cône correspondent aux points 
projetés horizontalement en kelh oîi ap et y^ rencon- 
trent la trace horizontale sr du plan diamétral conjugué 
des cordes perpendiculaires au plan vertical pour le 
cône, trace qu'on obtient en joignant le point s au 
point X, milieu d'une corde quelconque y^/ perpendi- 
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culaire au plan vertical et comprise entre les deux 
droites qui forment le contour apparent horizontal. 

Ces points de contact déterminés, on reconnaîtra 
facilement les parties vues et les parties cachées de l'in- 
tersection sur le plan vertical. 

On a limité le cône à un plan perpendiculaire à son 
axe. 

Les points f' et f\, communs aux projections verticales 
de la base du cône et de Tune des courbes d'intersection 
peuvent être facilement vérifiés. On considérera le plan 
de la base du cône et le plan vertical de cette courbe 
mené suivant a^ comme représentant une surface du 
second degré et les deux courbes comme Tintersection 
du cône avec l'ensemble de ces deux plans ; le plan dia- 
métral conjugué des cordes perpendiculaires au plan ver- 
tical pour le cône a pour trace horizontale sr; le plan 
diamétral conjugué des mêmes cordes pour l'ensemble 
des plans verticaux des deux courbes a pour trace hori* 
zontale uz obtenue en joignant le point z de rencontre 
de leurs traces horizontales au point u^ milieu d'une 
corde quelconque 1 • 2 perpendiculaire au plan vertical. 
L'intersection de ces deux plans diamétraux est la ver- 
ticale menée par le point p de rencontre de leurs 
traces horizontales; la projection verticale de cette 
droite doit passer par les points doubles p' et pî. 

Ou vérifierait de la même manière les points de ren- 
contre des projections verticales des deux courbes d'in- 
tersection entre elles et leurs points de rencontre avec la 
projection verticale de chacune des bases du cylindre. 

42. Déterminer F ombre portée dans T intérieur 
(Tune demi'Sphère creuse. 
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Soient o .o' la sphère donnée (fîg. 129), PaP^ un plan 
donné passant par le centre^ et abcy dUé les projections 
du grand cercle d'intersection de la sphère et du plan. 
On suppose la partie supérieure de la sphère enlevée et 
on éclaire la surface intérieure de Thémisphère qui resté 
par des rayons parallèles à une droite mn • rriri parallèle 
au plan vertical de projection. On demande les projec- 
tions de la courbe d'ombre portée dans l'intérieur de la 
surface. 

Solution. La question revient à déterminer Tinter- 
section de la sphère avec le cylindre d'ombre qui a pour 
directrice la circonférence limite de l'hémisphère ; cette 
circonférence étant commune à la sphère et au cylindre^ 
ces deux surfaces qui sont du second degré se coupent 
suivant une seconde courbe plane ; si donc on détermine 
le plan de cette courbe , on sera ramené à déterminer 
une section plane d'une sphère. 

ExlîcuTioN. La parallèle ek . éJiy menée à mn . ni ri par 
le point e.^ situé dans le grand cercle de la sphère pa- 
rallèle au plan vertical, donne un point d'ombre portée 
U,k situé sur ce même grand cercle. Le cylindre circon- 
scrit à la sphère et parallèle à mn . ni ri touche la surface 
suivant un grand cercle projeté verticalement suivant le 
diamètre r^ff perpendiculaire à niri. Les points communs 
à ce grand cercle et au grand cercle limite de l'hémi- 
sphère sont des points de la ligne cherchée, puisqu'en 
ces points les parallèles à mn . niri étant tangentes à la 
sphère, le. point d'ombre portée coïncide avec le point 
qui porte ombre ; or ces points sont situés aux extré- 
mités d'un même diamètre, le plan de la courbe d'ombre 
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passe donc par le centre et par suite est une circonfé- 
rence de grand cercle. Ce plan est déterminé par la droite 
f^dd! . od et le point U . &• Pour construire les traces de ce 
plan^ on remarquera que les points K .ky d ^o étant dans 
un plan parallèle au plan vertical de projection, la droite 
dié est parallèle à sa trace verticale d!g. Sa trace hori- 
zontale gfpsisse d'ailleurs par le point f trace horizontale 
de la droite ok.dU. Il est facile alors de déterminer les 
deux axes de chacune des ellipses^ projections du grand 
cercle d'intersection. 

Pour vérifier le point if de rencontre de la projection 
horizontale de la courbe d'ombre avec la projection ho- 
rizontale de la circonférence limite de Thémisphère, on 
remarquera que ces courbes sont l'intersection de la 
sphère avec l'ensemble de deux plans qu'on peut consi- 
dérer comme une surface du second degré. La trace 
verticale du plan dia^létral conjugué des cordes verticales 
de l'ensemble des deux plans est la droite d!\ obtenue 
en joignant le point df de rencontre des traces veirticales 
au point \ milieu d'une corde quelconque irp située dans 
le plan vertical et perpendiculaire à ^ ; le point y de 
rencontre de (P\ avec la trace horizontale du plan ho- 
rizontal mené par le centre de la sphère est la trace ver- 
ticale de l'intersection des deux plans diamétraux , cette 
intersectiDU passe par le centrCi sa projection horizon- 
tale est donc la droite oy ; oy doit donc passer par le 
point (^. 

Dans le cas actuel on pourrait déterminer ce point 
directement en rabattant le plan vertical de oy et en 
prenant les points de rencontre de la circonférence sui- 
vant laquelle il coupe la sphère avec les droites suivant 
lesquelles il coupe les plans des deux courbes. 
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On vérifierait de la même manière le point double u 
de la projection verticale* 

43. GOMPOSniON DOlTinSE AUX CAIVDIOATS A I*']ScOLE 

POLYTECHNIQUE EN 1862. 

On donne un cône de résolution dont taxe s.osf 
/"fig. 130) est i^ertical, dont là base A .A' est dans le 
plan horizontal de projection et une sphère oc . o'c^ dont 
le centre o • o' est sur une génératrice sa . s^a du cône. 
On demande les projections de F intersection des deux 
surfaces^ la tangente en un point de cette intersection 
et le déi^eloppement de la surface latérale du cône. 

Données numériques : ja = 6*" ; c/ = 1 4*" ; angle 
asb = 45* ; coo'= 6*" ; rayon de la sphère = 5*". 

Solution. On emploiera des plans sécants auxiliaires 
horizontaux. On aura ainsi dans les deux surfaces des 
sections circulaires projetées horizontalement en vraie 
grandeur. 

Exécution. Un plan horizontal m'///i'^ coupe le cône 
suivant une circonférence projetée horizontalement en 
mn^ la sphère suivant une circonférence projetée enpç] 
les points r et r^ communs à ces deux circonférences sont 
les projections horizontales de deux points de l'intersec- 
tion projetés verticalement en r' et H^ sur nJ^. 

On peut répéter cette construction pour autant de 
parallèles que l'on veut. 

Tangente. La projection verticale r^t^ de la tangente 
au point r . a^ a été obtenue en menant de H une perpen- 
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diculaire à la droite éf qui joint les projections verti- 
cales des points de rencontre des normales menées par 
r . r' au cône et à la sphère avec le plan parallèle au plan 
vertical de projection mené par l'axe du cône. La trace 
horizontale t de cette tangente est située sur la trace ho- 
rizontale gt du plan tangent mené au cône par r.r^; on 
en déduit la projection horizontale rt de la tangente. 

Axe de symétrie. Le plan mené par l'axe du cône et 
par le centre de la sphère est un plan de symétrie par 
rapport à ces deux surfaces , sa trace horizontale sa est 
donc un axe de symétrie par rapport à la projection ho- 
rizontale de l'intersection. 

Les points de l'intersection situés dans ce plan de sy- 
métrie sont les points communs aux génératrices suivant 
lesquelles il coupe le cône et à la circonférence de grand 
cercle suivant laquelle il coupe la sphère. En faisant 
tourner ce plan autour de l'axe pour le rendre parallèle 
au plan vertical de projection , on obtient sW ^ JJ pour 
les projections des génératrices du cône et d^d^ pour la 
projection du grand cercle de la sphère; JU coupe d^d^ 
en a'i et ^\ qui donnent les points a . a', p . P' de l'inter- 
section situés sur sa . Je/. 

En chacun de ces points la tangente à la courbe est 
horizontale^ car elle est l'intersection de deux plans tan- 
gents perpendiculaires au plan vertical de symétrie ; les 
projections horizontales de ces tangentes sont donc per- 
pendiculaires à sa. 

Points du^contour apparent horizontal de la sphère. 
La construction générale appliquée au plan horizontal 
qui passe par le centre de la sphère donne les points 
y et ^ du contour apparent horizontal de la sphère. 

18 
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Points du contour apparent vertical du cône. Le 
plan vertical qui détermine ce contour apparent coupe 
la sphère suivant la circonférence hjk . klH ^ la projection 
verticale UJi rencontre JV en ^ et 0^ qui sont les points 
dierchés. 

Points du contour apparent \^rtical de la sphère. 
Le plan vertical que détermine ce contour apparent 
coupe le cône suivant une hyperbole dont la projection 
verticale a pour asymptotes les droites JdFy JU qui for- 
ment le contour apparent du cône; les points f et l^ où 
se projettent verticalement les points / et 4 où la trace 
horizontale du cône est rencontrée par ce plan sont des 
points de cette projection verticale. On peut donc con- 
struire facilement deux arcs de cette courbe dans le voi- 
sinage des points de rencontre avec dd. Ces points de 
rencontre sont les points cherchés. Mais on peut se con- 
tenter de déterminer d'abord avec soin la projection 
horizontale de Tintersection; les points ^ et z de ren- 
contre de cette projection avec la parallèle ol menée de 
o à la ligne de terre sont les projections horizontales 
correspondantes aux points cherchés lé et £. 

Points situés sur les génératrices limites du cône. Les 
génératrices du cône rencontrent généralement la surface 
de la sphère en deux points ; il importe de déterminer les 
génératrices limites, c'est-à-dire celles pour lesquelles c«s 
deux points se confondent ^ qui sont tangentes par consé- 
quent à la sphère et auxquelles est limitée Tintersection. 

Ces génératrices tangentes à la sphère appartiennent 
à un cône de révolution circonscrit à la sphère et ayant 
pour sommet le sommet du cône donné. La question re- 
vient donc à déterminer les génératrices communes à 
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deux cônes de résolution qui ont même sommet. Faisons 
tourner le plan de deux axes autour de Taxe s.cJ de ma- 
nière à le rendre parallète au plan vertical de projection. 
Dans cette nouvelle position, les deux axes sont projetés 
en y<r et Jff^ et une génératrice du cône circonscrit à la 
sphère située dans ce plan est projetée suivant s^û tan- 
gente au Qtouveau contour apparent de la sphère. Une 
sphère décrite de J comme centre avec Ji^ pour rayon 
coupe le cône donné suivant un cercle projeté suivant 
4 '2', le cône circonscrit à la sphère suivant un cercle 
projeté en 3!^\ le point ilj commun à ces deux projec- 
ticHis estlat projeetion verticale de deux points qui appar- 
tiennent respectivement aux deux génératrices communes 
aux deux cônes après le mouvement de rotation; les 
projections horizontales de ces génératrices ^ qui sont 
situées sur le cône dont l'axe est vertical, sont ^6^, s7^] 
si on remet la figure dans sa position première, ces gé- 
nératrices deviennent sG . ^6', si . JT qui sont tangentes 
aux projections de^intersection^ 

Le point f étant le point de contact de la génératrice 
considérée avec la sphère, A\ est la projection verticale 
des deux points de contact des génératrices limites avec 
la sphère après le mouvement de rotation ; les points {i.',v' 
de rencontre dé la parallèle menée de A\ à la ligne de 
terre avec les projections verticales ^6' et j^7' des géné- 
ratrices limites sont les projections verticales des points 
et' contact, lorsque la figure a repris sa position réelle ; 
aux projectioas horizontales (t et y de ces mêmes points, 
jG et ^7 sont tangents à hi projection horizontale de 
Tintersection. 

1. «6 fiât avec iôt le même angle qne/a fait ayec si. 
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Développement. Le développement de la surface a 
été effectué d'après la méthode générale exposée précé- 
demment (202) : ^jrt, (fig. 131) rayon de l'arc de déve- 
loppement est égal à la génératrice ^^ du cône, et corres- 
pond à la génératrice sa.éd; j,?,, 5^6, sont sur ce 
développement les génératrices limites et les points M,N 
de ces génératrices , les points correspondants aux points de 
contact (Ji.(Ji^ V . v'. La génératrice du point r . r' devient jjG 
et le point r.r', R situé sur sQr à une distance jR 
de s^ égale à s^n! (Rg. 130). La tangente au point R du 
développement est RT , obtenue en joignant le point R 
au point T situé sur la tangente GT à une distance de G 
égale hgt. 

14. COMPOSITION DOKirÉE AUX CANDIDATS A l'^COLE 

POLYTECHNIQUE EN 1863. 

On donne un ellipsoïde de réçolulion dont taxe 
o'.ab est perpendiculaire au plan i^ertical de projection. 
On coupe cette surface par un plan PaP^, et ton prend 
la courbe d'intersection pour directrice d'un cône 
ayant pour sommet le point o. d le plus éle^fé de t el- 
lipsoïde au-dessus du plan horizontal. Trouver la 
trace du cône sur le plan horizontal MN mené par le 
centre. 

Exécution. On détermine les deux axes dd^ df (fig. 
132) de l'ellipse, projection verticale de l'intersection, 
comme on a déterminé (206, fig. 59) ceux de la pro- 
jection horizontale de Tintersection d'un ellipsoïde de 
révolution dont l'axe est vertical avec un piau quel- 
conque PaPj. L'horizontale du plan PaP^, qui est située 


GÉOMÉTRIE DESCRIPTIVE 277 

dans le plan horizontal du centre o,d et projetée hori- 
zontalement en agy donne les points a et g* de la pro- 
jection horizontale située sur le contour apparent de 
Tellipsoïde. 

Une génératrice or.éï^ du cône, qui a pour sommet 
le point o.é et pour directrice la courbe d'intersection, 
rencontre le plan horizontal MN en un point /. /. — En 
répétant cette construction pour un nombre suffisant de 
points, on obtient facilement la projection horizontale 
B de la trace de ce cône sur le plan MN. 

Oa remarquera que les points projetés en a et g sont 
des points de cette courbe*. 

On a ponctué le résultat en supposant que la surface 
de révolution et le cône existent simultanément, le cône 
étant limité au plan horizontal MN. 

15. COMPOSITION DONNEE AUX CANDIDATS A l'eCOLE 

POLYTECHNIQUE EN 1866. 

On donne une sphère pleine ; on la coupe par un 
cône. On enlève de la sphère la partie qui est dans 
T intérieur du cône. On demande de représenter par 
ses projections la sphère solide dans laquelle on a pra- 
tiqué ainsi une entaille conique. 

Le centre de la sphère est projeté enO .01 {fig. 1 33) ; 
les points O et O' sont à 1 00"° de la ligne de terre. 
Le rayon de la sphère a 90°°* de longueur; la surface 
conique de V entaille est engendrée par la droite A'B 
qui tourne autour de taxe EF ; ces deux droites soni 

1 . Si l*on cherche l'équation de celte courbe, on trouve une ellipse 
homothétique à la projection horizontale du méridien principal de l'el- 
lipsoïde. 
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dans le plan mené par le centre de la sphère parallè'- 
lementauplun s^erîical de projection. Pour les déter^ 
miner ^ on donne les dimensions suivantes : 

0A= eo""*— oB= 30"°"— cyiy =30"™"— (yc=45°™ 

SoivTioif. Les deux surfaces étant de révolution, et 
l'axe de la sphère pouvant être un quelconque de ses 
diamètres, on peut déterminer Hutersection au moyen 
de sphères sécantes auxiliaires ayant pour centre im 
quelconque des points de Taxe du cône ^ 

Exécution. Une sphère quelconque Gni^ ayant pour 
centre le point O.Cf de rencontre de Taxe 'du cône avec 
le diamètre vertical de la sphère, coupe la sphère suir 
vant le parallèle projeté verticalement en niii^ le oone 
suivant le parallèle projeté verticalement en //j'; le 
point 1^ de rencontre de rrlil et ^(f donne la projection 
verUcale de deux points de l'intersection dont les pro- 
jections horizontales r et r^ sont sur la projection hori- 
zontale du parallèle projeté vjerticalement en rriri. 

La sphère auxiliaire de même centre que la précé- 
dente qui coupe la sphère donnée suivant le ^rand cercle 
horizontal ab .dU donne les points c^c^ du contour 

apparent horizontal de la sphère. 

• 

Points où la tangente est horizantak. -— Qiaque 

sphère auxiliaire ayant pour centre O /C donne généra- 
lement deux parallèles d^ntersedion dans le cône et par 
suite quatre points de Hutersection dont les projections 
verticales se confondent deux à deux^. A la limite, qaand 

1« On sait, du reste, a priori, qae la projediQaaL Terâcale de Hiiter* 
section est nne parabole. 

2. Ces projections peurent être situées hors de la projection verticale 
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la sphère est tangente an cône, ces points se confondeiit 
deux à deux et ne donnent plus cpi'un point i^ de la 
projection verticale. Aux deux points e^i/j^e^.'e^ de 
l'espace les tangentes à la courbe d'intersection sont les 
tangentes au parallèle commun à la sphère auxiliaire et 
à la sphère donnée, car en ces points les plans tangents 
à la sphère auxiliaire sont aussi tangents au cône; les 
deux projections du parallèle commun sont donc tan«- 
gentes aux deux projections de la coiarbe d'interseclion. 
Cette construction, qui <lonne une tangente dont 
la projection verticale est perpendiculaire à la pro- 
jection CyCf de la droite qui joint la projection verti- 
cale <y du centre de la sphère à C celle du centre des 
sphères auxiliaires, permet de mener à la projection ver- 
ticale de l'intefsection une tangente parallèle à une di- 
rection quelconque, puisque le point O peut avoir une 
position quelconque sur la projection verticale de Taxe 
du cône. Si l'on prend la projection Df des centres 
des sphères auxiliaires sur la parallèle menée par à la 
ligne de terre, on obtient la tangente /ç'/' perpendicu- 
laire à cette ligne. La sphère tangente au cône et dont 
le centre est projeté en IV donne les points de contact 

Les tangentes au point r./'' de l'intersection et aux 


de la sphère , mais elles appartiennent à la parabole dont la projection 
de llntersection est un are. 

1. On peuty d*après cela, déterminer faeileraent le foyer et la diieo' 
trîce de la parabole projection Terticale dé l'intersection : le point de 
rencontre des deux tangentes, l'une parallèle, l'autre perpeodicalaire à 
la ligne de terre est un point de la directriee et la droite qui joint les 
deox points de contact passe par le foyer ; en menant deux autres tan- 
gentes perpendiculaires entre elles, on obtient un second point de la di- 
rectrice et une seconde droite passant par le foyer. 
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points A', B' du contouf apparent vertical ont étë dë- 
terminées par les procèdes généraux (260). 

Les droites skl^ skj^ qui forment le contour apparent 
horizontal du cône sont obtenues en menant de la projec- 
tion horizontale s du sommet des tangentes sl^ sl^ au 
contour apparent horizontal d'une sphère quelconque, 
OG.C'G', inscrite dans le cône. On détermine les points 
/. l^ /j, //, k,l/yk^. kl situés sur les génératrices correspon- 
dantes en employant une sphère auxiliaire qui coupe la 
sphère donnée suivant une circonférence dont la projec- 
tion verticale coïncide avec la projection verticale sl^l 
commune de ces deux génératrices *. Le centre de cette 
sphère est projeté verticalement en e', point de rencontre 
de Je! avec la perpendiculaire menée de Of sur A'B'. 

On peut aussi déterminer ces points en cherchant 
directement les points de rencontre de la sphère avec 
les génératrices sLJly sl^.Jl\ mais les constructions 
auxquelles, on est conduit sont plus longues que les pré- 
cédentes. 

Points situés sur les génératrices limites. Il im- 
porte de déterminer directement les génératrices du 
cône tangentes à la sphère, parce que ces génératrices 
sont des génératrices limites tangentes à Tintersection. 
Ces droites sont les génératrices communes au cône 
donné et au cône de révolution de même sommet 


1. On olitîent la projection yerticale de ces génératrices ftoit en joi- 
gnant / à un point 3 milieu d'une perpendiculaire 1.2 à la ligne de 
terre comprise dans le contour apparent vertical du cône, puisque les 
deux génératrices de contour apparent appartiennent au plan diamétral 
conjugué des cordes verticales ; soit en joignant / à la projection rer- 
ticale S' du point $.S', où Tune des génératrices de contour apparent 
horizontal touche le grand cercle horizontal de la sphère considérée 
iascrite dans le cône. 
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cîrcoiïscrît à la sphère. Ce dernier cône a pour contour 
apparent vertical les tangentes Jclj s'p' menées de J au 
contour apparent de la, sphère; une sphère auxiliaire 
décrite de / comme centre avec la distance Jo! de ^ à un 
point de contact o! pour rayon coupe les cônes suivant 
des parallèles projetés en ol^\^^*y les points ^.^, ^i.§' 
communs à ces parallèles sont les points de contact des 
génératrices cherchées. 

Vérification des points doubles. Les points doubles 
\j \ de la projection horizontale de l'intersection doivent 
se trouver sur la projection horizontale de Tintersection 
des plans diamétraux conjugués des cordes verticales dans 
les deux surfaces (250), ces plans sont tous deux perpen- 
diculaires au plan vertical de projection ; l'un a pour 
trace verticale db\ Tautre JP\ le point V commun à ces 
deux traces est la projection verticale de ce diamètre ; la 
perpendiculaire menée de ce point à la ligne de terre 
doit donc passer par les points doubles X et \. 

Ponctuation, Le cône étant supposé enlevé, on re- 
connaîtra facilement les parties de Tintersection qui ap- 
partiennent aux parties visibles de la sphère sur les deux 
plans de projection. De plus comme une portion de la 
sphère est enlevée par* le cône, l'arc projeté horizonta- 
lement en \\ devient vu à travers Tentaille. 

I^s portions cic„ B'^A' de contour apparent de la 
sphère qui appartiennent à la partie du solide enlevée 
par lé cône ne sont figurées que comme lignes de con- 
struction. 

Les portions de génératrices de contour apparent du 
cône qui limitent la surface conique de Tentaille faite 
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dans la sphère et qui sont projetées en kly kj^, AfSf sont 
représentées comme lignes réelles cachées. 

16. Intersection cTun hjperboloîde de résolution 
dont taxe est i^ertical et dun cône de rés^olution dont 
Taxe parallèle à la ligne de terre passe par le centre 
de thyperboloïde. 

Solution. Les surfaces considérées étant des surfaces 
de i^volution dont les axes se rencontrent, on aura re« 
cours à des sphères auxiliaires ayant pour centre le point 
de rencontre des axes qui est ici le centre de Thyper- 
boloïde. 

Les parallèles d'intersection avec Thyperboloide peu- • 
vent être déterminés au moyen des points de ren- 
contre des sphères auxiliaires avec ime des génératrices 
de rbyperboloïde parallèle au plan vertical de projec- 
tion, mais il est plus commode de construire d'abord 
avec soin la projection verticale du méridien principal^* 

ExicuTioir. Soient o.c/ (fig. 134) le centre deThy- 
perboloïde, ab . dJ une génératrice de cette surface pa- 
rallèle au plan vertical de projection et C la projection 
verticale du méridien principal qui résulte de ces don- 
nées; soient enfin s.J le sommet du cône et A. A' sa 
base; une sphère auxiliaire coupe Thyperboloïde suivant 
le parallèle mn . ni ri y le cône suivant le parallèle pq • p^^ ; 
les points r.f^, r^^H communs à ces deux parallèles sont 
des points de l'intersection dierchée. 

La tangente r^t^ . /'^ au point r^. r' a été construite par 

1. Les plioB de projecdon étant panllèktâ deux plans de tymétvie 
par rapport aux deux surfaceft, on obtiendra pour les deux projections 
de la courbe d'intersection des courbes du second degré. 
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le procédé général en menant parle point r^./ une per- 
pendiculaire au plan des deux normales (260) ; la tan- 
gente rt est symétrique de r^^ par rapport à os. 

La sphère auxiliaire limite, celle qui est inscrite dans 
le cône, donne les points projetés Tertîcalement en V et 
a/ où les tangentes sont parallèles à la ligne de terre et 
horizontalement en a et a|0Îila projection horizontale du 
parallèle de Thyperboloïde est tangente à la projection 
horizontale deTintersectioii. (^OirTexercice précédent.) 

Entre les parallèles menés par d et a/ on ne trouve 
pas de point de l'intersection; la projection verticale de 
celte intersection est donc une hyperbole dont d et 4^ 
sont les sommets ^ 

Les points de Tintersection projetés verticalement aux 
poÎBts é^ é^^ f\f\ communs aux contours appar^its des 
deux surfaces donnent les projections horizontales ettf 
situées sur la trace horizontale du plan commun des 
deux méridiens principaux; ef e&l un axe de la projection 
horizontale. Tous les points de la projection horizontale 
de rintersectîon étant situés entre les perpendiculaires à 
la ligne de terre menées par e et /*, cette projection est 
une ellipse. 

Pour déterminer le second axe gh de cette ellipse, fl 
suffit d'appliquer la construction générale à la sphère 
qui coupe le cône suivant le parallèle dont la trace ho- 
rizontale passe par le point l milieu de e/, c'est-à-dire 
par le centre de Tellipse. 


1. On construit fecilement les asymptotes de la projection verticale, 
puisqu'on connaît l*axe transverse a'a\ en grandeur et en position et un 
point e't de Thyperbole. Un point d'tine asymptote, situé sur ff'u «^^ ^ 
une distance de /*/ égale à une troisième proportionnelle à ff\ et à la 
moitié de o'o^i. 
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Les génératrices limites du cône, celles dont les pro- 
jections sont tangentes aux projections de l'intersection, 
font partie des génératrices du cône dont le sommet est 
s,jf et circonscrit à l'hyperboloïde, La courbe de contact 
de ce cône avec l'hyperboloïde est dans un plan per- 
pendiculaire à la ligne de terre. On a deux points u et 
^ de cette courbe en menant du sommet des tangentes 
au cercle de gorge ; en appliquant la construction gé- 
nérale à la sphère auxiliaire qui coupe le cône suivant 
le parallèle situé dans ce plan de profil, on obtient les 
points (a.ja'j (jij.jjiV®^ ^^^ génératrices limites sont les 
droites Jjx.yjx', sili.s'[l\ qui sont tangentes en ces points 
à la courbe d'intersection. 

17. Intersection d'un cône et (Tun cj-lindre (hreLn- 
ches infinies) . 

Soient A, Aj (fig. 135) une hyperbole située dans le 
plan horizontal de projection, directrice d'un cylindre 
dont les génératrices sont parallèles à la droite oc . c/(f ; 
et B.Bj l'hyperbole, trace verticale du cylindre, déter- 
minée comme il a été dit précédemment (198); on 
coupe ce cylindre par un cône dont la base est la circon- 
férence C, située dans le plan horizontal de projection, 
dont le sommet est s. s' et dont l'une des génératrices 
sa. Jd. est parallèle aux génératrices du cylindre. 

. La tangente bad menée de la trace horizontale a de 
sa . àd à la base G du cône rencontre la base A . Aj dir 
cylindre en h et d; l'intersection aura donc des brancher 
infinies ayant pour asymptotes les génératrices ie . i'c^, 
if. df du cylindre menées par les traces horizontales h 
et d (247) . — Les parallèles menées par a aux asym- 
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ptotes de A. A^ rencontrent la base C du cône aux points 
^ et ^. ; rintersection aura donc des branches infinies 
(248) ayant pour asymptotes les intersections kUUt^ 
mn . ni ri des plans asymptotîques du cylindre avec les 
plans tangents au cône mènes par les génératrices dont 
les traces horizontales sont g et // ^ 

En ne considérant que la première nappe du cylindre^ 
les traces des plans sécants qui donnent des généra- 
trices sur les deux surfaces sont 1 ® d'une part les droites 
comprises entre ab et la tangente aij puis entre ai et la 
parallèle ag à Time des asymptotes de la base du cylin- 
dre, 2® d'autre part les droites comprises entre ad et la 
tangente ajy puis entre aj et la parallèle o^ à la seconde 
asymptote de la base. 

De â^ à ai les plans sécants donnent une partie de 
courbe qui part de l'infini avec eh.éV pour asymptote, 
passe par le point r commun aux traces A et C des deux 
surfaces et se termine au point t de contact avec la pro- 
jection us d'une génératrice limite du^ cône ; de aifl, ag 
les plans sécants donnent une partie de courbe qui com- 
mence au point t^ passe par le point v commun aux 
traces A et C et va à l'infini avec kLlil pour asymptote. 
On obtient ainsi la courbe d'intersection rtv.r^isf. 

Si l'on considère les traces des plans sécants prolongées 
au delà du point a, on voit que de ab à ag ces plans 
donnent une seconde courbe d'intersection située sur 
la seconde nappe du cylindre, avec les droites eb . éU^ 

1. Il conyîent de constniire ces droites en déterminant les points de 
rencontre des plans asymptotîques au cylindre ayec l'horizontale menée 
par le sommet du cône parallèlement aux traces horizontales des deux 
pians tangents à cette surface, traces qui, sur notre figure, sont parallèles 
entre elles, parce que Thyperbole directrice du cylindre étant équilatère, 
les points ^ et A sont les extrémités d'un même diamètre de la base C. 
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kl. Ut pour asymptotes, mais les points situés à l'infini 
sur cette branche ne sont pas situés du même côté que 
ks points situés à Tinfini déjà obtenus. Nous n'aTons 
pas tracé cette courbe située sur la nappe supérieure du 
cône, psorce que sur la figure nous ayons su^osé le cône 
limité à son sommet. 

£][]: opérant de la même manière pour la seconde 
nappe du cylindre, on obtient une seconde courbe 
ap-y . a'py avec les droites df, df^ nm ^nid pour asymp^ 
totes. — On n'a pas représenté non plus la seconde 
partie de Tinitersection donnée par la nappe supérieure 
du cône et cette seconde nappe du cylindre* 

Les traces horizontales des plans diamétrale conjur 
gués des cordes perpendiculaires au plan vertical sont ^e 
pour le cylindre et ^6 pour le cône; ces traces étant pa- 
rallèles à la ligne de terre, Tintersecdon des deux plans 
est parallèle à cette ligne. Les points doubles z et w de 
la projection verticale de l'intersection sont donc situés 
sur une parallèle à la ligne de terre ^ 

1 8. Intersection dim tore et d!urb cône. 

On donne une portion de tore comprise entre le 
plan de Téquateur et deux plans passant par le centre 
et formant avec le premier plan un trièdre trirectangle ; 
pœis un demi-cône de réi^olution situé dans cet angle 
tangent au tore, ayant pour sommet le centre du tore 
et pour axe une droite donnée dans le plan de Téqua^ 
leur. On demande les projections de V intersection des 
deux surfaces. 

1 . On obtient facilement un point de cette Intersection au moyen d'un 
plan de profil mené par le sommet du éône 
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Solution. On prendra comme plans sécants auxi- 
liaires des plans méridiens du tore ; le cône sera coupé 
suivant des génératrices et Le tore suivant des circonfé- 
rences. 

ËxicuTiOK.^ Soient o.cif le centre du tore (fîg. 136), 
acb.alm!é/ la. demi -circonférence qui engendre la portion 
du tore considérée en faisant un quart de révolution au- 
tour de l'axe o . c/j^, et od l'axe du cône . 

Pour déterminer Tangle des génératrices du cône avec 
Taxe^ rabattons autour de od sur le plan de l'équa- 
leur le plan, vertical, de cette droite qui contient la 
génératrice tangente au tore.. La section faite dans le tore 
est rabattue suivant la demi-circonférence é//!?^ la généra- 
trice du cône suivant la tangente of menée de o à dfe ; 
l'angle dofesi l'angle cherché* Les génératrices du cône 
situées dans le plan de l'équateur sont les droites og et 
ok qui font avec od l'angle dof^ le cône est représenté 
limité au plan tangent au tore mené par l'extrémité d 
du rayon od; sa base a alors pour projections la droite 
^ et la demi-ellipse /ildg' dont l'un des axes Ng' est la 
projection de gh sur la ligne de terre et dont le demi- 
graad axe JJ^ est la moitié du diamètre gh» 

Un plan méridien quelconque, mené suivant oA^ 
eoupe le tore suivant une demi-circonférence rabattue 
en In^p^q et le demi-cône suivant une génératrice ra- 
battue en ok^ (la distance kjc du point i^ à o/c étant 
donnée en l^k sur le rabattement h/^^g de la demi-cir- 
conférence de base du cône). Les points r^jfiy communs 
aux deux sectiona rabattues, sont les rabattements de 
deux points de l'intersection dont les projections sont 
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On peut répéter cette construction pour autant de 
méridiens que Ton veut. 

Si on rapplique au méridien mené suivant od^ on 
obtient le point double A. A' de l'intersection. On re- 
marquera que ce plan méridien étant un plan de symé- 
trie par rapport aux deux surfaces^ sa trace horizontale 
od est un axe de symétrie par rapport à la projection ho- 
rizontale de l'intersection. 

Les points a, p, ^y ^, où les génératrices du cône 
situées dans le plan de Téquateur rencontrent les deux 
circonférences du tore situées dans le même plan^ sont 
des points de l'intersection projetés verticalement en 
a', p', y, S' sur la ligne de terre. 

Le contour apparent vertical o'H du cône est la pro- 
jection verticale d'une génératrice dont la projection 
horizontale or est une droite qui joint o au milieu X 
d'une corde Je du cône perpendiculaire à la ligne de 
terre. En appliquant la construction générale au méri- 
dien mené suivant or, on obtient les points J, J^ situés 
sur le contour apparent vertical du cône. 

Pour déterminer les points situés sur le parallèle su- 
périeur du tore, il convient d'employer une sphère auxi- 
liaire ayant pour centre o.c/ et pour rayon la distance 
o'O' de (? . c/ à un point c.ô' de cette circonférence. On 
obtient ainsi les points projetés horizontalement en \l et 
V, verticalement en jx' et v'. 

La tangente en un point quelconque p .ff de l'intersec- 
tion a sa projection horizontale tp perpendiculaire à la 
trace horizontale ui> du plan des deux normales. La 
trace horizontale t de cette droite est sur la trace hori- 
zontale tw du plan tangent au tore au point/?.//; on en 
déduit facilement la projection verticale ^pf de la tangente» 
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La tangente au point a s'obtient en menant de ce 
point une perpendiculaire à la droite pÇ qui joint le cen- 
tre p du méridien du point a au point Ç où la normale du 
cône rencontre son axe. On détermine delà même ma- 
nière les tangentes aux points ^^ y, £^ 

1 9. Intersection et un hjrperboloîde de révolution 
et diun paraboloïde hyperbolique. 

Soient o,c/^(fig. 137) Taxe de Thyperboloïde B^B'^ 
son contour apparent vertical; le paraboloïde a pour 
plan directeur le plan horizontal et pour directrices 
l'axe o\di et une droite ab.db qui rencontre la ligne 
de terre en h et le plan du cercle de ^orge en c.cf. 

Un plan horizontal quelconque n/n! coupe Thyperbo- 
loïde suivant le parallèle dont la projection horizontale 

1. La construction générale n*e8t pas applicable aux tangentes à Tin- 
tersection au point double A .A'; mais si Ton 'applique le calcul à la dé- 
termination de la courbe, on trouve pour Téquation de la projection 
horizontale, en prenant oA pour axe des x et pour axe des jr la perpen- 
diculaire menée de o à oA : 




équation de deux paraboles symétriques par rapport à Taxe des jr et 
dans laquelle R=o(i> et b=:of,'^^ Comme oA=^ et par suite 

7p = ^ , on obtient les deux sommets en portant sur Taxe des y de 

part et autre de o des longueurs égales à-^ , et si l'on prend oAi = oA, 

la droite AAi est la tangente en A à Pune des deux paraboles. 

On construit Tautre de la même manière ou par symétrie par rap- 
port à od. 

Les traces horizontales des tangentes projetées suivant ces droites sont 
sur la droite AtÂ, » trace horizontale du plan tangent au tore en A. A'; 
il est facile alors d'obtenir les tangentes A'A', , A'A'i à la projection verti- 
cale au point A'. 

19 
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est la circonférence de rayon om^ et le paraboloîde sui- 
vant la génératrice dont la projection horizontale est 
op; les points r . r', r^ .r^, communs au parallèle et à la 
génératrice^ sont deux points de l'intersection. 

Cette construction^ appliquée au plan du cercle de 
gorge, donne les points d.cFy d^.et^. 

Appliquée au plan horizontal de projection, elle 
donne les points e.e'j e^.ef^^ et au plan horizontal supé- 
rieur symétrique du pl^n horizontal de projection par 
rapport au plan du cercle de gorge et auquel nous sup- 
posons limitées les deux surfaces, les points e . e\ «i . e/. 

Lies points f'^f^i situés sur le contour apparent vertical 
de l'hyperboloïde, sont donnés par le plan du méridien 
principal qui coupe le paraboloîde suivant la génératrice 
fofvffx menée par le point ^. g' où ce plan est rencontré 
par ab . db. 

La génératrice perpendiculaire au plan vertical de 
projection donne le point double / de la projection ver- 
ticale de l'intersection situé sur la projection verticale de 
l'axe. 

La tangente à l'intersection en un point r./ est l'in- 
tersection des plans tangents aux deux surfaces en ce 
point; le plan tangent à l'hyperboloïde a pour trace 
horizontale qt; le plan tangent au paraboloîde a sa trace 
horizontale parallèle à or et menée par le point k trace 
horizontale de la seconde génératrice rectiligne du pa- 
raboloîde qui passe par r.r'^; le point i> commun à ces 
deux traces est la trace horizontale de la tangente; on 
en déduit facilement les deux projections rv .r^^. 

1. Cette seconde génératrice a sa projection yerticalerT qui passe par 
/', pied de la génératrice perpendiculaire au plan -vertical, et la ttace 
horizontale k située sur la trace hoiizontale o^ du paraboloîde. 
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Les asymptotes de l'intersection sont les tangente aux 
points de l'intersection donnes par les gënëratrices des 
deux surfaces qui sont parallèles. 

Toutes les génératrices de Thyperboloîde faisant avec 
le plan horizontal un angle constant, ne peuvent être 
parallèles aux génératrices horizontales du paraboloîde \ 
il n'y a donc que parmi les génératrices du second sys* 
tème de cette dernière surface qu'il existe des généra- 
trices parallèles à des génératrices de l'hyperboloide. 

Toutes les génératrices de ce second système sont pa* 
rallèles au second plan directeur qui est parallèle au 
plan vertical projetant de la directrice ab.dby puisque 
la seconde directrice o . oV est verticale. Le plan mené 
par le centre o.d parallèlement à ce plan directeur 
coupe le cône asymptote de l'hyperboloide suivant deux 
génératrices dont l'une est ooL.dal ; la parallèle l^ menée 
de fk clol est la projection verticale de la génératrice 
correspondante du paraboloîde ; sa projection horizontale 
^Y9 parallèle à ab, a sa trace horizontale ^ sur la trace 
horizontale ob du paraboloîde. 

Le plan asymptotique du paraboloîde mené par cette 
droite étant vertical^ ^y ^^^ ^"^ asymptote de la projec* 
tion horizontale de l'intersection. 

La trace horizontale ^y de ce plan asymptotique 
coupe la trace a^ du plan asymptotique de Thyperbo- 
loîde au point \ qui est la trace horizontale d'une asym* 
tote dont la projection verticale XV est parallèle à f^\ 

On obtient de même la seconde asymptote. 

Il est facile de reconnaître, d'après les constructionS| 
que la projection verticale de l'axe est un axe de symé- 
trie de la projection verticale de l'intersection et que la 
projection horizontale de cette intersection a deux axes 
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de symétrie, l'un parallèle, l'autre perpendiculaire à ab 
et tous deux menés par le centre. 

On a limité le paraboloïde 1 ® aux mêmes plans hori- 
zontauxqueThyperboloïde, 2"* à deux plans de profil équi- 
distantsde Taxe, 3® au plan vertical de projection et 4® à 
un plan parallèle à ce dernier et situé à la mSme distance 
de Taxe. La courbe ô^ tracée sur le plan vertical de pro- 
jection est la trace verticale du paraboloïde ; la courbe 
(jLv est la projection verticale de la trace du paraboloïde 
sur le plan vertical antérieur *. 

20. Construire les traces d'une surface réglée ayant 
pour directrices deux droites et une circonférence . 

Soient la verticale o.c?V(fig. 138)runedes directrices, 
ab.dU une seconde directrice parallèle à la ligne de 
terre, et dc.ddla. circonférence donnée horizontale et 
ayant son centre o.d^ sur la directrice verticale. Une 
génératrice quelconque oef, df de la surface a sa pro- 
jection horizontale oef qui passe par le pied o de la di- 
rectrice verticale; les points de rencontre avec la cir- 
conférence et la directrice ab ,c/U sont les points e .d^ 
f.f\ les traces h et /de cette droite sont des points des 
traces cherchées. — A la même projection horizontale 
epef correspondent une seconde projection verticale fd^ 
et, par suite, deux traces correspondantes /zj, {>[. 

On peut répéter celte construction pour autant de gé- 
nératrices que Ton veut, et Ton aura facilement les traces 
demandées. 


1. Ces courbes sont des branches d'hyperboles équîlatères, ayant une 
asymptote commune ffl parallèle à la ligne de terre. 
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I^s points m. et n de rencontre de ah et de la circon- 
férence de sont. des points de la trace horizontale, car 
ces points sont les traces horizontales de deux génératrices 
verticales qui rencontrent la directrice verticale à l'infini. 

Le plan de profil, mené par l'axe, est un plan de sy- 
métrie de la surface; ses traces sont donc des axes de 
symétrie des deux traces de l'intersection. Pour obtenir 
les points des deux traces situés dans ce plan de symé- 
trie, rabattons-le autour de sa trace horizontale od ; le 
point de rencontre g,^ avec ab.dO est rabattu en g^^ 
les points d .d\ Ld* de rencontre avec la circonférence 
sont rabattus en o^ et /j ; les droites gp^ , gj^ sont les 
rabattements des génératrices situées dans le plan de 
profil. On en déduit les points i et k de la trace ho- 
rizontale, et les points o" et ml de la trace verticale. 

Les points p et q, où la surface coupe la ligne de 
terre, et par conséquent communs aux deux traces de la 
surface, peuvent être construits directement au moyen 
de la projection sur le plan de profil déjà considéré 
des deux génératrices de la surface situées dans le plan 
déterminé par la ligne de terre et la droite ab.dU. Sur 
ce plan, ces génératrices ont pour projection dg^y la cir- 
conférence est projetée suivant oj.^ et les points de ren- 
contre de ces génératrices et de la circonférence en /^' ; 
on en déduit les projections horizontales r et r^; les 
projections horizontales or, or^ des génératrices corres- 
pondantes rencontrent la ligne de terre aux points p et 
q qui sont les points cherchés. 

Le point o est un point double de la trace horizon- 
tale, car il est évident qu'on peut mener deux généra- 
trices de la surface .passant par ce point de la directrice 
verticale. 
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La tangente en un point h^ de la trace horizontale est 
la trace horizontale du plan tangent à la surface en ce 
point. Ce plan tangent est déterminé par la génératrice 
eji^^éfi^ et la seconde génératrice rectiligne de Thyper- 
bololde de raccordement mené suivant ej\j éfi^^ Cet 
hyperboloide a pour directrices les deux directrices rectî- 
lignes données o.diy ah. dU et la tangente e^oL.d'é^ menée 
à la circonférence de . dé au point e^ . é^ de rencontre avec 
la génératrice e^^ . e/A/ ; pour mener la seconde généra- 
trice rectiligne passant par le point h^^ nous considérerons 
comme génératrices rectilignes du second système la 
verticale menée par a oîi ab rencontre la projection 
horizontale de la tangente en e^ et la parallèle à ah • dU 
menée par le centre de la circonférence. La droite, qui 
passe par h^ et rencontre ces deux génératrices, a pour 
projection horizontale h^j et rencontre la génératrice 
parallèle kab.dl/ en un point projeté horizontalement 
en ^; e^ P est la projection d'une horizontale du plan 
tangent et par suite parallèle à la trace horizontale de ce 
plan; il sufSt donc, pour avoir la tangente cherchée, 
de mener par h^ une parallèle à e^p. 

Les asymptotes des deux traces sont les tangentes aux 
points de ces traces situés à l'infini^ c'est-à-dire donnés 
par des génératrices parallèles aux plans de projection. 

La surface n'a que deux génératrices parallèles au 
plan horizontal ; ah . dU et la parallèle à cette droite 
menée par le centre de la circonférence; ces deux 
droites parallèles aussi au plan vertical de projection dé- 
terminent un plan asymptotique dont les traces eiv, O^V 
sont asymptotes aux traces de la surface. 

Elle a deux autres génératrices verticales dont les 
pieds sont /72 et /^ et dont chacune détermine avec Taxe 
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o.d:i un plan asymptotîque; les traces verticales Çp, 
\fr( de ces plans sont aussi des asymptotes à la trace vei^- 
ticale de la surface*. 


NOTE SUR LES SECTIONS PLANES DU CONE 

ET DU CYLINDRE. 

Nous avons vu (182) comment on peut déterminer 
Tintersection d'un cône et d'un plan au moyen de plans . 
auxiliaires menés par une droite quelconque passant par 
le sommet du cône. Nous allons indiquer comment on 
peut faire la construction d'une manière commode. 

Menons à la base A du cône (fig. 45 bis) deux tangen- 
tes aby cd parallèles entre elles et rencontrant toutes 
deux la trace horizontale Pa du plan sécant PaP^ dans 
les limites de l'épure; faisons passer les plans auxiliaires 
par la parallèle sm . J/rJ menée par le sommet s .J à\x 
cône à cette droite et qui rencontre PaPj en m. ml. Tous 
ces plans auront leurs traces horizontales parallèles à ab 
et Cû? et comprises entre ces droites; les droites suivant 
lesquelles ils couperont le plan PaP^ auront leurs tra- 
ces horizontales sur Pà et seront assujetties à passer par 
m , ni. 

Si l'on veut, par exemple, trouver le point de Tinter- 
section situé la génératrice sr.Jr'j on mènera par la 
trace horizontale r de cette génératrice la parallèle rh à 
ab et l'on joindra le point h où cette parallèle rencontre Pa 


1. On démontre facilement, soit par Tanalyse, soit par la géométfie 
que la trace horizontale est une conchoïde. 
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au point m. Le point /commun à hm et à sr est la pro- 
jectioif horizontale du point cherché. 

Ce procédé n'est autre chose que l'appHcation de la 
méthode générale donnée pour déterminer les points de 
rencontre d'un plan avec des droites, en employant comme 
plans auxiliaires menés suivant les droites des plans dont 
les intersections avec le plan donné soient faciles à con- 
struire. 

On peut le considérer aussi comme une application 
de la méthode générale donnée pour déterminer Tinter- 
section de deux cônes. — Le plan est alors considéré 
comme un cône ayant pour sommet son point de ren- 
contre avec la droite auxiliaire. 

Il est clair que cette méthode est égalenlient applicable 
à la détermination d'une section plane d'un cylindre. 


FIN. 
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